7. La misurazione degli angoli

7.4 Formule goniometriche

Formule di addizione, sottrazione, duplicazione e bisezione degli archi

1.

Verificare la validita del Teorema di Tolomeo per un rettangolo generico di lati lunghi a e b.

Un rettangolo ha diagonali uguali di misura va® +b> esiha: Na*> +5* Na> +b> =@+ b =a -a+b
-b.

A quale altro famoso Teorema equivale il teorema di Tolomeo nel caso di un rettangolo?

Come si vede dal precedente quesito non ¢ altri che il Teorema di Pitagora, dato che il quadrato della
diagonale ¢ la somma dei quadrati dei lati.

Usando il teorema di Tolomeo determinare la misura della diagonale di un trapezio isoscele di
basi lunghe a e b e lato obliquo lungo c.

In un trapezio isoscele, che ¢ inscrivibile a una circonferenza, anche le diagonali sono uguali e misura-

no d, quindi per il teorema di Tolomeo si ha: d*> =a-b+c-c =>=+ab+c’
Verificare la validita del Teorema di Tolomeo per i quadrilateri in figura, in cui un quadratino

VANSSNEZEENS
ha lato di 1 cm. a) b) c) \ d) \/

a) Le diagonali misurano 4 e 5. I lati sono a due a due uguali e misurano \/m =5 e
J4 42> =20 . Abbiamo allora: 4-5=1/5-120++/5-420 =20=10+10

b) Le diagonali misurano 4 e 42 +22 =+/20 . I lati ¥ +3* =10, V12 +32 =410, /32 +3> =18
e m:ﬁ.Abbiamo allora: 4-\/%=\/E-\/ﬁ+\/ﬁ-«/§:>8\/§=6\/§+2\/§

c) Le diagonali misurano 5 e m=\/% Ilati v3*+2° =\/B, V3 +27 =\/§, V32 +3 =418
e 22 +27 =+/8 . Abbiamo allora: 5-/26 =+/13 - /18 +/13 /8 = 5-426 =3-426 +2-/26

d) Le diagonali misurano 5 e 1> +5° =26 1 lati V3> +3% =18, V22 +27 =8, {32 +22 =13,
e V3 +2? =\/§.Abbiam0 allora: 5-\/%:\/&-\/5+\/§-\/B:>5-\/%:3-\/%+2-\/%

Tenendo conto delle figure determinare la misura delle diagonali di ABCD.

D 345 4 5 q
AR
a) b) c oL ° d)

a) Troviamo la prima diagonale con il Teorema di Carnot:
BD=[2.9" +3.18" ~2-2.9-3.18-cos(104.17°) = 4.80. Con il teorema di Tolomeo troviamo I’altra

diagonale: AC ~ 4.55-3.18+3:2.9 ~4.83
4.80

b) BD=,/4.42"+3.18’ ~2-4.42-3.18-cos(76.67°) ~4.81. Con il teorema di Tolomeo troviamo

I’altra diagonale: AC ~ 3'45.3'1?;411'42 '2.65 ~4.72
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c) E)=\/3.582+4.152—2-4.15-3.58-cos(76.67°)z4.82. Con il teorema di Tolomeo troviamo

I’altra diagonale: AC~ 2'36'4'1223'68 -3.58 ~4.77

d) BD = \/6.392 +5.44* —2-6.39-5.44 - cos (95.7°) ~8.79. Con il teorema di Tolomeo troviamo I’altra

diagonale: 1C ~ 4.22-5.44+8.14-6.39 ~8.53
8.79
Verificare la validita del Teorema di Tolomeo per un trapezio isoscele generico di basi lunghe a e

b e lato obliquo lungo c.

B c
A & .
. Si ha:
2 2
55 7C - ﬁ‘2+ﬁ)2:\/{cz_(l);aJ}"'(b_b;aj e B

La somma dei prodotti dei lati opposti &: ab + ¢?, che ¢ effttivamente il quadrato di una diagonale.
Verificare la validita del Teorema di Tolomeo per un aquilone generico di lati lunghi a e b e dia-

/-"'7*""-\.‘
PZAN

|

\, Yo /"
. . . . oy 3 . . . AT
gonali perpendicolari uno dei quali ¢ diametro della circonferenza circoscritta. [~

Il diametro della circonferenza misura: a’+5b° , la diagonale minore ¢ doppio dell’altezza relativa

ab . Infi-

Na® +b?

all’ipotenusa dei triangoli rettangoliinscirtti nella semicirconferenza, quindi misura: 2.

-AJa* +b* =2ab, che verifica il teorema.

\/a +b*

Un quadrilatero ¢ inscritto in una semicirconferenza di diametro lungo 25 cm, ha i due lati con-
secutivi al diametro lunghi rispettivamente 7 cm e 15 cm. Quanto misura il quarto lato?

LN

A 25

Determiniamo la misure delle diagonali con il teorema di Pitagora:

N25% =7*cm = 24cm;N 257 =15 cm = 20cm . Adesso applichiamo il Teorema di Tolomeo:

20cm -24em=Tcm-15ecm+25cem -xecm = x=15cm
Tenendo conto delle figure determinare la misura della diagonale e del lato incogniti di ABCD.

a) b) <) d)
a) AC=,[338"+5.59" ~2.3.38-5.59-c05(79.28°) 5.97; 5.8 -5.97 =338 - 3.93 + 559 - AD =

AD ~382; b) AC=,[4.59" +5.447 ~2.4.59-5.44-cos(67.19°) ~ 5.59; 5.98 - 5.59 = 4.59 - 3.61 +

2



10.

11.

12.
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544 - AD = AD ~3.10;c) AC=,3.69*+3.8" ~2-3.69-3.8-cos(480°~79.28°) ~ 5,77; 5.84 - 5.77

=38 489 +3.69 BC = BC ~4,10;d) AC=,/4.97"+2.31’-2-4.97-2.31-cos(79.28°) = 5,08;

5.08-4.75=3.25-231+4.97- CD = CD ~334
Tenendo conto delle figure determinare la misura dei lati incogniti di ABCD.
D

a) b) c) d)
a) 4.892=4.762+ BC*-2-4.76 - BC - c0s(79.27°) = BC ~-0.54 (NA) v ~2.31; CD =~ 3.36.

b) 4.912=3.762+ BC2—2-3.76 - BC - c0s(80.74°) = BC ~-2.61 (NA) v ~ 3,82; CD =~ 1,69;

) 4.872=3.812+ AB*—2-3.81- AB - c0s(101.96°) = AB ~-3.92 (NA) v ~2.34; CD ~ 4,49;

d) I dati sono insufficienti perché di ACD conosciamo tutti i lati mentre di ABC conosciamo un solo la-

to.

Un trapezio isoscele ¢ inscritto in una semicirconferenza di diametro d, se il lato obliquo ¢ lungo
a, quanto misura la base minore?

Il diametro ¢ la base maggiore, le diagonali sono cateti dei triangoli

rettangoli di ipotenusa 4B, quindi misurano: vd* —a’ . Per il teorema di Tolomeo, detta x la misura
d’-2a’

PR
Esternamente a un lato 4B di un quadrato costruiamo un triangolo rettangolo ABC che ha per
ipotenusa AB. Se i cateti sono lunghi rispettivamente 1,35 cm e 1,96 cm, determinare la misura
del segmento CD, in cui D ¢ il centro del quadrato. Suggerimento: applicare il teorema di Tolo-
meo al quadrilatero ACBD.

della base minore, & —a*=d -x+a* = x =

Ci riferiamo alla figura: Perché il quadrilatero ACBD ¢ ciclico? Perché ABC es-
sendo rettangolo di ipotenusa AB ¢ inscritto nella semicirconferenza di diametro AB, la simmetrica di

questa semicirconferenza rispetto ad AD deve passare per D perché anche BDA=90°. Applichiamo il

teorema di Tolomeo: AB-CD=AC-BD+BC-AD = D= A¢ BD+BC-AD

, osserviamo che

AB
— — ABJ2 4B AC+BC)-AB ¢ .BC
AD = BD — \/_:_:} CD:( th ) :AC+BC:1,350m+1,96cmz2’34cm
2 2 AB\2 NG 2
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13.  Un triangolo isoscele ABC, di base BC, ¢ inscritto in una circonferenza, si scelga un punto P

A
sull’arco BC, trovare una relazione fra B=g e le distanze di P dai vertici di ABC.

Applichiamo il teorema di Tolomeo al quadrilatero ABPC:
AC-PB+PC-AB=PA-BC = AC-(PB+PC)=PA-BC = — A = 2C
PB+PC BC
14. Con riferimento al problema precedente, cosa succede se il triangolo ¢ equilatero?

Ovviamente il rapporto vale 1, quindi: PA=PB+PC.
15. Tenendo conto delle figure determinare la misura del perimetro e dell’area di ABCD.

A

a) b) ¢ c) c

a) I dati sono insufficienti perché di ABD conosciamo tutti i lati mentre di BCD conosciamo un solo la-
to.

b) Calcoliamo la misura della diagonale BD con il teorema di Carnot:

BD=[3.5 +4.24’ ~2.3.5-4.24-c05(95.15°) 5.74
L’angolo di vertice C ¢ supplementare di quello di vertice 4, quindi misura 84.85°. Chiamiamo x e

v le misure dei lati incogniti e li troviamo usando il teorema di Tolomeo e quello di Carnot:
5.72-5.74=3.5x+4.24y x~=436 |[x=3.38
22, 2 = v

{5.74 =x+y —2xy-cos(84.85°) {y ~4.14 {y ~4.95
Quindi ci sono due possibilita: i perimetri misurano = 3.5 +4.24 +4.36 + 4.14 = 16.24 oppure ~ 3.5
+4.24 +3.38 +4.95 =16.07. Le aree le troviamo come somma delle aree dei triangoli ABD e BCD:
1/2 - 3.5 - 424 - 5in(95.15°) + 1/2 - 436 - 4.14 - sin(84.85°) = 1/2 - (3.5 - 4.24 + 4.36 - 4.14) -
sin(95.15°) = 16.38. Osserviamo che 1 seni di angoli supplementari sono uguali. Nell’altro caso: 1/2
(3.5 : 4.24 - +3.38 - 4.95) - sin(95.15°) = 15.72.

C) c Calcoliamo la misura della diagonale BD con il teorema di Carnot:
BD =443 +433" —2.4.43-4.33 - cos (66.41°) ~ 4.80

L’angolo di vertice C ¢ supplementare di quello di vertice 4, quindi misura 66.41°. Chiamiamo x e
vy le misure dei lati incogniti e li troviamo usando il teorema di Tolomeo e quello di Carnot:




16.

17.

18.
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52-480=4.43x+4.33y x~3.48 [x=2.36
2 2 2 = v
480" =x"+y —2xy-cos(ll3.59°) y=220 |y=3.35

rimetri misurano = 4.43 + 4.33 + 3.48 + 2.20 = 14.44 oppure ~ 4.43 + 4.33 + 2.36 + 3.35 =14.47.
Le aree le troviamo come somma delle aree dei triangoli ABD e BCD: 1/2 - (4.43 - 433 + 3.48 -
2.20) - sin(66.41°) =~ 12.30. Osserviamo che i seni di angoli supplementari sono uguali. Nell’altro
caso: 1/2 - (4.43 - 433 +2.36 - 3.35) - 5in(66.41°) = 12.41.
Un quadrilatero ciclico ha due lati consecutivi lunghi 3 e 4, ’angolo fra essi compreso retto, la
diagonale che parte da tale angolo lunga anch’essa 4. Determinare la misura dei rimanenti lati
del quadrilatero.

. Quindi ci sono due possibilita: i1 pe-

Ovviamente anche I’angolo in C ¢ retto. Inoltre BD=5, per trovare le misure dei
rimanenti lati impostiamo il sistema:

—\2
20-4CD —2 — 7
—2 — | +CD =25 D=—=1,4
BC +CD =25 ( 3 ] P=5=h
A =
4.5=3BC+4CD | — 20-4CD BC=%_43
BC = 3 ’
Dato il triangolo rettangolo ABC di cateti lunghi 3 e 4, dal punto medio del cateto maggiore si

tracci la perpendicolare all’ipotenusa BC, che la incontra nel punto D, determinare la misura del
segmento 4D, usando il teorema di Tolomeo.

R

Consideriamo la circonferenza passante per 4, B e D, questa passa anche
per M, dato che gli angoli opposti di vertici A e D sono retti, glli altri due sono fra loro supplementari,

Quindi ABDM ¢ ciclico. Applicando il teorema di Tolomeo si ha: 3 - DM +2- BD = AD-\[3*+2* .
23
5

I triangoli ABC e MDC sono simili, quindi: DM :MC = AB: BC = DM = =1,2 da cui:

3-1,2+2-3,4 10,4

NN F

Un quadrilatero ¢ inscritto in una semicirconferenza di diametro d, con i due lati consecutivi al
diametro lunghi rispettivamente a e . Quanto misura il quarto lato?

DC =+[4—1,44 =1,6;BD =3,4 . Infine: AD =

Per il teorema di Tolomeo, indicando con x la misura da determinare: ax +
bd = d* —a* Nd> —x* = &2 + b*d 2 + 2abdx = (d 2>~ &®) - (d > — x*) = d 2% + 2abdx + (a* + b* -

\/(d2 ~a*)-(d>~b*) —ab |

d

Ad=0= x=
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19. Un quadrato ABCD ¢ inscritto in una circonferenza, si scelga un punto P sull’arco BC, esprime-

re % , mediante la distanza di P dai vertici del quadrato.

Applichiamo il teorema di Tolomeo al quadrilatero ciclico PADC,
indichiamo con (la misura del lato del quadrato: PC-(+PA-(=PD- (N2 = PC+PA=\2PD.
Facciamo lo stesso con il quadrilatero PBAD: PB-(+PD-( = PA- (2 = PB+PD =+2PA, dividia-

PD PA+PC
mo memebro a membro: — = ——
PA  PB+PD
Formule di addizione e sottrazione
20. Dimostrare le formule di addizione e sottrazione della cotangente.

, +ﬂ) 3 cos(airﬂ) B cos(a)cos(ﬂ)iSin(a)sin(ﬂ) ' sin(a)sin(ﬂ) B cot(a)cot(ﬁ)$1
«“ (a_ - sin(aiﬂ) - sin(a)cos(ﬂ)isin(ﬂ)cos(a) sin(a)sin(ﬂ) - cot(ﬂ)icot(a) .
21. Dimeostrare le formule di addizione e sottrazione della secante.

sec(at )= ! = ! = 1 _
a cos(airﬁ) cos(a)cos(ﬁ)isin(a)sin(ﬁ) 1/sec(a)~l/sec(ﬂ)il/csc(a)-l/csc(ﬂ)

B sec(a)-sec(ﬂ)-csc(a)-csc(ﬂ)
- csc(a)-csc(ﬂ)isec(a)-sec(ﬁ)
22. Dimostrare le formule di addizione e sottrazione della cosecante.
esc(at f)—— 1 _ 1 _ sec(a)-sec(f)-csc(a)-cse(pB)
szn(aiﬂ) 1/csc(a)~1/sec(ﬂ)i1/csc(ﬁ)-l/sec(a) sec(a)-csc(ﬂ)icsc(a)~sec(ﬂ)
Usando le formule di addizione e sottrazione degli archi e i valori degli archi notevoli calcolare quanto

richiesto
23. a) sin(75°) = sin(45° + 30°); b) cos(105°) = cos(60° + 45°); c) sin(15°) = sin(45° — 30°)

Basta applicare le formule:
Q . ﬁ L2 o2

a) sin(45° + 30°) = sin(45°) - cos(30°) + sin(30°) - cos(45°) =

2 2 4
b) cos(60° + 45°) = cos(60°) - cos(45°) — sin(60°) - sin(45°) = %%_% \/2_ \/_4 \/_
¢) sin(45° —30°) = 5in(45°) - cos(30°) — sin(30°) - cos(45°) = \/25 g _%g - \/g;ﬁ

24. a) cos(90°) = cos(45° + 45°); b) tan(15°) = tan(45° — 30°); ¢) cot(60°) = cot(30° +30°)
a) cos(45° +45°) = cos(45°) - cos(45°) — sin(45°) - sin(45°) = —-———- =0

) fan(45e)—tan(30°) _ 1- /3 3-3 3-43 3-3 9—6«/§+3:12—6«/§:2_\/§
1+tan(45°)-tan(30°) 1+1- J3/3 3+\/_ 3+\/_3 B 9-3 6

cot(30°)-cot(30°)-1 3-1 2 1 3

cot(30°)+cot(30°) - 2\/5 - 2\/5 _E_T

25.  tan(120°) = tan(60° + 60°) = tan(90° + 30°) = tan(120° — 30°)

¢) cot(30° + 30°) =




26.

27.

28.
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tan(60°) +tan(60°) _ 2.3 -3
1—tan(60°)~tan(60°) 1-3
a) sin(150°) = sin(75° + 75°) = sin(180° — 30°); b) cot(0°) = cot(45° — 45°)

@ﬁ,Jl(@ﬁ]zﬁm,m—mz-m:

2 4 2 4

2sin(75°)cos(75°) = Z
a)

;  oppure

V642 J6-v2 _6-2 1

2 4 8 2
sin(180°) - cos(30°) — 5in(30°) - cos(180°) =0—"2 - (—1) = Y.
b) L’espressione ¢ ovviamente priva di senso.
a) cos(135°) = cos(30° + 105°); b) sin(105°) = sin(15° + 90°)
a) cos(30°) - cos(105°) — 5in(30°) - sin(105°) = V3 N2-V6 1 2446 _ A8 3226 _2_ 2
2 4 8 8

b) —\/g;*/E.OH.\/l(\/g;“ET _ 2+

4

a) sec(75°); b) csc(75°); ¢) sec(105°); d) csc(105°)

%) sec(30°)~sec(45°)'csc(30°)~csc(45°) _ 2/\/525\X\/5 _ 22 :2'\/5-?-2\/5:\/8_'_\/5

csc(30°)-csc(45°) —sec(30°)- sec(45°) x)/{_g/\/g)g B-1 2

b) sec(30°)-sec(45°)~csc(30°)-csc(45°) _ 2/\/5)5\2\/5 _ 22 :2\/6_2\/5=\/€—\/§
sec(30°)- csc(45°)+csc(30°)- sec(45°) X/\/g)ﬁ_,_x)ﬁ 1+43 2

¢) sec(60°)-sec(45°)-csc(60°)-csc(45°) _ \1952/\/5\/5 _ 22 :_2\/8-‘1-2\/5:_\/8_\/5
csc(60°)-csc(45°) —sec(60°)-sec(45°) \2\/\/5)5—\2\)5 1-3 2

d) sec(60°)-sec(45°)-csc(60°)-csc(45°) _ \2\/52/\/5\/5 _ 22 :2\/5—2\/52\/5_\/5
sec(60°)-csc(45°)+csc(60°)-sec(45°) \X)5+\X/\/§)5 1+3 2

Determinare quanto richiesto sulla base dei dati noti

29.

30.

sin(a) =1/2, cos(B) =1, a. € [n/2; ©], B € [3n/2; 2x]; a) cos(a + B) = ?; b) tan(a —P) =?
a) Dobbiamo applicare la formula: cos(a + B) = cos(a) - cos(B) — sin(a) - sin(p), prima dobbiamo

calcolare cos(a) = —, [l—sin2 (a) =—, /1—% = —g , valore negativo perché siamo nel II quadran-
VB 1, B

te; e sin(P) = 0 perché cos(B) = 1. Quindi: cos(a + B) = —7-1—5-0 = -

b) Ora applichiamo la formula: tan(a -p ) = li”:a(na()a_)flfl(glﬁ)) , tan(a) = 2:;((2)) = _\1/%2/2 = —%
_ sin(B) _0_ . N TR I 4] . )
e tan(B) cos () =7 =0. Quindi: tan(a-f) TN R . Osserviamo che es

sendo 1 dati angoli notevoli, potevamo trovare subito i risultati.

sin(a) =2/7, cos(B) =-7/9, a € [n/2; ], B € [w; 3/2x]; a) sin(a + B) = 23 b) tan(a — B) = ?
a) Dobbiamo applicare la formula: sin(a + B) = sin(a) - cos(B) + sin(B) - cos(a) , prima dobbiamo cal-

4
colare cos(ar) = —/1—sin’ (ar) =, fl "9 " —# , valore negativo perché siamo nel II quadrante;
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e sin(B) = —/1—cos’ —— = Valore negativo perché siamo nel III quadrante.

4\/_]( 3\/_J:—14+12«/ﬁ,

9 7 63

Quindi: sin(a + B) = % £—§j+(

v tan(a)—tan(f3) : : _ sin(a)  2/7 2
b) tan(a—-p)= T+ tan(@)-an () prima dobbiamo calcolare tan(a.) cos(a) 373G
2 42

sin(B)  -a42/9 42

cos(ﬁ)_ —7/9 7

35 1 14+12410

. ( f] (4fj 2582
3

31.  sin(a) =-3/5, cos(B) = 6/7, o € [n; 3n/2], B € [3n/2; 2x]; a) sin(o. — B) = 23 b) tan(a + B) = ?

a) sin(B)=—1-36/49 =—13/7;cos(a) =—1-9/25 =—4/5
Sin(a—ﬂ)z_g.ﬁ_[_@}(_f]Z_M

e tan(P) =

. Quindi: tan(a—-f)=

57 7 5 35
b) 16111(0!)Zé,tan(ﬂ):—ﬁjtan(a+ﬂ):3/4_\/5/6:2_9—2\/62_2'25\/5—98
4 6 1+413/8 3 8+413 153

32. sin(a) =3/4, cos(B) = 8/9, a € [n/2; =], B € [3n/2; 27]; a) cos(a. + B) =?; b) cot(a.—B) =?

a) sin(f)=—1-64/81=—17/9;cos(a)=—1-9/16 =—[7/4

8 3 ( 17) 31787
cos(a+f)= _gﬁ_Z'{ 9 J: 36 L
N G V78T, 1l
7 817 16317 +14147
b) cor(a) === cor(f) === cor(a=f) = 38\/17 17ﬁ T
173

33. sin(a) =-0,1; cos(B) = —-0,2; a. € [3n/2; 2n], B € [r; 3/2w]; a) cos(aw —P) =?; b) cot(a +B) =?

a) sin(f)=—1-1/25=-26/5;cos(a) =/1-1/100 =311/10
W11 (1 26 ) -3J11+246
)25

10 10 5 50

NG
SV 3 i sd6
wmf 95

34. sin(a) =0,3; cos(B) =-0,4; a € [0; /2], B € [®; 3/27]; a) sin(a + B)=?; b) tan(a+P)="?

a) sin(f)=—1-4/25=—/21/5;cos(a)=1-9/100 =/91/10

b) cot(a)=-311;cot(B)=6/12,cot(a+ )=

_ 3( 2 J21) Vo1 64739
Sm(a+ﬂ)=ﬁ(_§j+(_ 5 J 10 50
3491 21 3J91/91++/21/2 3491 +821

b) tan(ar) === tan(f) = === tan(a+ B) = 1-2139 /182 7

Semplificare le seguenti espressioni usando, laddove possibile, le formule di addizione e sottrazione degli
archi

35. a)sin(x —y) - sin(x) + cos(x —y) - cos(x); b) sin(x +y) - cos(x) — cos(x — y) - sin(x)



36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,
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a) [sin(x)cos(y) — sin(y) cos(x)] - sin(x) + [cos(x)cos(y) + sin(x) sin(y)] - cos(x) = sin*(x)cos(y) — sin(x)
sin(y) cos(x) + cos*(x)cos(y) + sin(x) sin(y) cos(x) = cos(y) - [sin*(x) + cos*(x)] = cos(y);
b) [sin(x)cos(y) — sin(y)cos(x)] - cos(x) — [cos(x)cos(y) + sin(x) sin(y)] - sin(x) = sin(x)cos(x)cos(y) —
sin(y)cos?(x) — sin(x)cos(x)cos(y) — sin(x) sin(y) = sin(y) - [cos*(x) — sin*(x)] = sin(y) - [2cos*(x) — 1]
a) sin(x — 30°) + cos(x + 60°); b) sin(x — 45°) + cos(x + 45°); ¢) sin(x + 45°) — cos(x + 45°)
a) «/§/2sin(x) — Y2 cos(x) + Va2 cos(x) — \/§/2Sin(x) =0;
b) \/E/ZSin(x) — \/5/2€0S(x) + \/5/2COS(X) — \/5/2sin(x) =0;
C) \/5/2sin(x) + \/E/Zcos(x) — \/5/2cos(x) + \/E/Zsin(x) = \/Esin(x).
a) sin(x + 60°) — cos(x — 30°); b) sin(x + y) — cos(x +y)
a) 72 sin(x) + \/5/2cos(x) - \/5/ 2 cos(x) — Yasin(x) = 0;
b) sin(x)cos(y) + sin(y)cos(x) — cos(x)cos(y) + sin(x)sin(y) = sin(x) - [cos(y) + sin(y)] + cos(x) - [sin(y)
—cos(y)]
a) tar?(/x +y) - tan(x — y); b) tan(x + 45°) - tan(x — 45°); ¢) tan(x + 30°) - tan(x — 60°)
a tan(x)+tan(y) . tan(x)—tan(y) _ tan’ (x)—z‘an2 (y) b tan’ (x)—z‘an2 (45°) _ tan’ (x)—l
1 —tan(x) tan(y) 1+ tan(x) tan(y) 1-tan’ (x) tan’ (y) 1-tan’ (x) tan’ (45°) 1-tan’ (x)
o) tan(x)+\/§/3 . tan(x)—«/g _ 3tan(x)+«/§‘ tan(x)—«/g _ 3tan® (x)—2\/§tan(x)—3 _
1- \/gtan (x) /3 1+ \/?_atan (x) 3-— \/?_atan (x) 1+ \/gtan (x) 3+ 2\/§tan (x) —3tan® (x)

a) tan*(x + 45°) — tan?(x — 45°); b) sin*(x + 30°) — sin*(x + 60°)

){tan(x)%—l} _{tan(x)—l} _{tan(x)+l zan(x)—lean(x)H+zan(x)—1 _

=—1;

l—tan(x) l+tan(x) l—tan(x)_l-l—tan(x) l—tan(x) 1+tan(x) :
_ [tan(x) + 1]2 —[1—tan(x)]2 ' [tan(x)+ 1]2 +[1 —tan (x)]2 _ 4tan(x)-[1+ tan’ (x)]
1—tan® (x) 1—tan® (x) [l—tanz (X)T

b) [/3/2sin(x) + Y cos(x)]? — [ sin(x) + ~f3 /2 cos(x)]> = Yasin®(x) + Yacos*(x) + 3 /2 sin(x)cos(x) —

Vasin®(x) — Yacos*(x) — J3/ 2 sin(x)cos(x) = V2 sin*(x) — Yacos*(x) = Vs - [sin*(x) — cos*(x)]

a) cos*(x + 45°) + sin*(x — 45°); b) cos®*(x + 45°) — cos*(x — 45°)

a) [N2/2cos(x) — N2/2sin(x)]2 + [N2/2sin(x) — N2 /2 cos(x)]? = Y cos*(x) + Yasin*(x) — 2sin(x)
cos(x) =1 — 2sin(x)cos(x)

b) [«/5/ 2 cos(x) — J2/2 sin(x)]?> — [JE/ 2 sin(x) — J2/2 cos(x)]* = 2 sin(x) cos(x)

cos(x+y)+cos(x—y)

sin(x+y)—sin(x—y)

a) cos*(x)cos*(y) + sin*(x)sin*(y) — 2cos(x)cos(y)sin(x)sin(y) + sin*(x)cos*(y) + cos*(x)sin*(y) — 2cos(x)
cos(y)sin(x)sin(y) = cos*(x) - [cos*(y) + sin*(y)] + sin*(x) - [cos*(y) + sin*(y)] — dcos(x)cos(y)sin(x)
sin(y) = cos*(x) + sin®(x) — 4cos(x)cos(y)sin(x)sin(y) = 1 — 4cos(x)cos(y)sin(x)sin(y);
cot(x)cot(y)—l cot(x)cot(y)+1 B cot’ (x)coz,‘2 (y)—l _

cot(x)+cot(y) cot(x)—cot(y) cot’ (x)—cot2 (y) ’
oy Co8(eon(y)— STCepsy) wcos(x)eos (o) Crsinly) _ Deonly)_
sin S y) +cos(x)sin(y)—M+cos(x)sin(y) Msin(y)

Sviluppare sin(x +y + 7)

sin(x +y + z) = sin(x + y)cos(z) + sin(z)cos(x + y) = sin(x +y + z) = [sin(x)cos(y) + sin(y)cos(x)]cos(z)
+ sin(z)[cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y)] = sin(x) cos(y) cos(z) + sin(y) cos(x) cos(z) + sin(z) cos(x) cos(y) —
sin(x) sin(y) sin(z)

Sviluppare cos(x +y + 7)

cos(x + y)cos(z) — sin(x + y)sin(z) = [cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y)] cos(z) — [sin(x)cos(y) + sin(y) cos(x)]
sin(z) = cos(x) cos(y) cos(z) — sin(x) sin(y) cos(z) — sin(x) cos(y) sin(z) + cos(x) sin(y) sin(z)

Se cos(x) + cos(y) = p e sin(x) + sin(y) = q, determinare cos(x — y).

Si ha: p? + ¢° = [cos(x) + cos(V)]* + [sin(x) + sin(y)]* = 2 + 2 cos(x)cos(y) + 2sin(x)sin(y) = 2 + 2cos(x
—y) da cui: cos(x —y) =p*+¢* - 1.

a) cos*(x +y) + sin*(x — y); b) cot(x +y) - cot(x —y); ¢)

9
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Verificare se le seguenti sono identita, stabilendo altresi il relativo dominio nella circonferenza goniome-
trica

cos’(x+y)—cos”(x—y)
sin’ (x)-cos* ()
Deve essere il denominatore diverso da zero: x ¢ {0; , 21}, y ¢ {n/2; 3m/2}.
[cos(x+y) —cos(x—y)]-[cos (x+y)+cos (x—y)]
sin’ (x) -cos’ (y)
-2 sipfx sin(y) -2cos (X)M
sin” (x)~cos\2‘ (y)
¢ un’identita.
46, sin’® (x + y) —sin®(x — )
sin(x)-sin(y)
[szn )eos(y)+sin(y)cos( } [szn )cos(y)—sin(y)cos (x)]2
sin(x)-sin(y)
serviamo che i1 due quadrati di binomio hanno opposti i soli doppi prodotti, pertanto sono gli unici che

4 i
St x COS(y)MCOS('x) :4-COS(X)'COS(y)‘ Qumdl ab-

biamo a che fare con un’identita che ha senso quando il denominatore non ¢ nullo, ossia quando x, y ¢
{0; m; 2}
2(x+y)+cos*(x—
cos (x. 2y) COS2 (x=y) = 2~[cot2(x)+tan2(y)]
sin”(x)-cos”(y)

Denominatore diverso da zero: x ¢ {0; w; 2n}, y ¢ {n/2; 3n/2}. Identita:
2cos’® (x)cos2 (y)+2sin2 (x)sin2 (y) 2cos” (X)W 2si sin (J/) ) )
— > —2-[cot (x)+tan (y)]
sin (x)-cos ( ) sin’ M M cos’

.2 s 20 +
43, a) sin (x.+2y)+S%n2 (x—y) =2~[cot2(x)—cot2(y)} b) sin(x+y)— Szn(x y)
sin”(x)-sin”(y) cos(x+y)+cos(x—y)
a) Denominatore diverso da zero: x, y ¢ {0; m; 2rt}. Non ¢ identita:

45.

=—4-cot(x) - tan(y)

= —4cot(x) -tan (y) =

=

= —4cot(x)~tan(y) = —4cot(X)'fan (y) = —4cot (x)~tan (y)

=4-cos(x)-cos(y)

=4-cos(x)-cos(y). Os-

rimangono eseguendo la sottrazione:

47.

=—tan(y)

2

. 2 2 2 . 2 2 sin® 2 2 2
2500 (x)eos () +2e05" ()i’ () 2920e0r’ ) 2008 (). )]
Sin (x)-sm (J’) si{x -sinz(y) sinz(x)-w

b) Denominatore diverso da zero: cos(x + y) # —cos(x —y) = cos(x + y) #cos(n —x +y) =>x+y+#mn —

) .
xXtyvx+y#x—n—y=x#mn/2vy+#3n/2. Non ¢ identita: Msm(y) =tan(y)-

2eor(Fcos ()

1+tan(x) B sin(x + 45°)

49. =
l—tan(x) Sin(45°—x)
14 sin(x)
. cos(x) sin(x)w MCOS cos x)+sin(x) Sin(x)+cos (x)
Abbiamo: - = = che
Sln(x) Wcos(x) Sm(x)w cos(x)—sin (x) cos (x)—sin(x)
cos(x)
x #90°,270° x #90°,270°
¢ un’identitd quando {ran(x)#1 = § x #45°,135° = x ¢ {45°,90°135°;,225°,270°} . Osser-

45°—x #-180°,0° x #45°,225°

viamo che abbiamo eliminato sin(45°) e cos(45°) perché hanno lo stesso valore.

10
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50. sin(x+y)+sin(x—y)

cos(x+y)—cos(x—y) =eol(y)

Denominatore diverso da zero: cos(x +y) #cos(x —y) =>x+y#x—y+2knvx+y#—-x+y+2kn=
v e {0;m2n} vx g {0;m; 2n}. Inoltre sin(y) #0 = y ¢ {0; w; 2x}, Identita: Si; x #0 Ay ¢ {0, n}]

S1. [sin(+30°)sin(x-30%)-tan(+ 45°) - 2L L (05

cos(x) szn(x)
Lavoriamo solo sul primo membro: 2sin(30°)cos(x) - tan(x + 45°) = 2 - %2 cos(x) - tan(x + 45°) =
tan(x)+tan(45°) tan(x)+1 sin (x)/cos (x)+l sin (x)+cos (x)
1—tan(x)tan(45°) l—tan(x) l—sin(x)/cos(x)
x+45°+#90°,270° x #45°,225°

- {x #45°,225°

) ) sm(x+45 ) cos(x+45°)
52. a)sin*(x) — sin*(y) = sin(x +y) - sin(x —y); b) (x—45 ) Sin(x—45°) =-1

a) Nessuna limitazione per gli argomenti. Lavoriamo sul secondo memebro: [sin(x)cos(y) + cos(x)

sin(y)] - [sin(x)cos(y) — cos(x) sin(y)] = sin*(x)cos*(y) — cos*(x) sin*(y) = sin*(x)[1 — sin*(y)] — [1 —
sin*(x)] sin*(y) = sin®(x) — sin*(x)sin*(y) — sin*(y) + sin*(x) sin*(y) = sin*(x) — sin*(y). Identita.

COS(X)' :>COS()C)' :>COS(X)' 3COS()C)'

cos (x) —sin (x)

E un’identita se {sin(x) + cos(x)

cos(90°—x—45°) Sin(90°—x—45°) IR cos(45°—x) sin(45°—x)
cos(x—45°) Sin(x—45°) B Cos(x—45°) sin(x—45°)

b) Analogamente: e
s T
W 45°) —sin(#52—x

x—45° #90°,270° {x #135°,315°
e

=—1=

un’identita se {

x—45°%0°,180° x #45°,225°
2 2
53. 1- = ;b)) 1 .
2) cot(a) 1—cot(45°— ) ) +tan( ) 1+tan(45° )

a) escludiamo x ¢ {0°; 45°; 180°; 225°}. Si ha:

cot(45°—a)cot(a) -1
cot(45°—a)+cot(a)
= cot (45°—a)cot (a)—1=cot (45° - a ) + cot () =

1=cot(45°) = cot[(45°— a)+ a] =

= [ cot(45°—a)~1]cot(a) = cot (45°— ) +1=> 1 - cot (a) = ;

col(45°—a)+l _1__1
cot(45°—a)—-1 cot (45°—a)—1 B
-2 2
- cot(45°—a)—1 - l—cot(45°—a)
b) escludiamo x ¢ {45°; 90°; 225°; 270°}. Si ha:
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tan(45°—a)+tan(a)
1-tan(45°-a)tan(a)

= 1—tan(45°—a)tan(a) = tan(45°—a)+tan(a) =

= [1+tan(45°—a)]tan(a) =1-tan(45°—a)=

l—tan(45°—a)_1++1__

1+tan(45°—a) 1+tan(45°—a)

1 = tan(45°) = tan[ (45°— ) + ] =

1+tan(a)=1+

2
1+tan(45°-a)

Risolvere le equazioni seguenti negli intervalli indicati

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

sin(x +y) —sin(x —y) =0, x, y € [-150°; 400°]

Abbiamo: sin(x)cos(y) + sin(y)cos(x) — [sin(x)cos(y) — sin(y)cos(x)] = 0 = 2 sin(y)cos(x) = 0 = sin(y)
=0 v cos(x) =0=y=k180° v x =90° + £180°. Le soluzioni accettabili sono: x =—-90° v 90° v 270°;
y=0°v 180° v 360°

cos(x—y) + cos(x +y)=0,x,y € [-300°; 300°]

cos(x)cos(y) + sin(x)sin(y) + cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y) = 0 = 2cos(x)cos(y) = 0 = cos(x) =0 v cos(y)
=0=x=y=90°+ k180°. Le soluzioni accettabili sono: x, y =-270° v —90° v 90° v 270°.

sin(x + 30°) — cos(x) =0, x € [-100°; 431°]

J3/2sin(x) + V4 cos(x) — cos(x) = 0 = /3 sin(x) — cos(x) = 0 = 3 tan(x) — 1 = 0 = x = 30° + k180°
= x=30°v 210° v 390°

sin(x + 45°) — cos(x —45°) =0, x € [-210°; 410°]

272 sin(x) + N2 /2 cos(x) =212 cos(x) =~[2 /2 sin(x) =0 = 0 = 0, & un’identita

sin(x) + cos(x — 60°) = 0, x € [-250°; 317°]

sin(x) + %2 cos(x) + \/g/Zsin(x) =0 = tan(x)=\/§—2:> x=-15°+£k180° = x =—195° v —15° v
165°

sin(x + 45°) — cos(x — 60°) =0, x € [0°; 360°]

\/5/2sin(x) + \/5/2cos(x) — Y cos(x) — \/g/Zsin(x) =0= tan(x) = JE—J?—JE+2 =X
52°30" + k180° = x = 52°30" v 232°30’

cos(x + /6) + 2cos(x) — 3sin(x) =0, x € [-2; 4]

\/5/2cos(x) — Yasin(x) + 2cos(x) — 3sin(x) = 0 = tan(x) = = x=0,62+knt = x=0,62 v

Q

\/§+4
8

3,76
sin(x — ©/3) + sin(x) — cos(x) = 0, x € [-2; 4]

2 sin(x) — \/5/2c0s(x) + sin(x) — cos(x) = 0 = tan(x) = \/§3+ 2 = x~0,89 + kit = x~ 0,89

sin(x + 1) — sin(x — 1) + Scos(x) =0, x € [2; 5]

cos(1)sin(x) + sin(1)cos(x) — cos(1)sin(x) + sin(1)cos(x) + S5cos(x) = 0 = cos(x) [sin(1) + 5] =0 = x =
T /2 + kn = x=3n/2

cos(x +2) — cos(x — 2) — sin*(x) = 0, x € [-1; 5]

cos(2)cos(x) — sin(2)sin(x) — cos(2)cos(x) — sin(2)sin(x) — sin*(x) = 0 = sin(x)[sin(x) + 2sin(2)] = 0 =
x=kn = x=0 v sin(x) + 2sin(2) = 0 non ha soluzioni poiché 2sin(2) > 1.

sin(x +y) — sin(x —y) — 3cos(x) = 0, x € [125°; 348°]

2cos(x)sin(y) — 3cos(x) = 0 = cos(x)[2sin(y) — 3] =0 = cos(x) =0 = x =270°

cos(x +y) — cos(x —y) + 4sin(x) = 0, x € [247°; 415°]

2sin(x)sin(y) + 4sin(x) = 0 = sin(x)[sin(y) + 2] = 0 = x = 360°

sin(x + y) + sin(x —y) + Scos(x) =0,y € [27°; 218°]

2sin(x)cos(y) + Scos(y) = 0 = cos(y)[2sin(x) + 5] =0 = y=90°

cos(x + 30°) — cos(x — 30°) + 3sin(x) = 1, x € [25°; 541°]
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Applichiamo le formule tenendo conto che non scriviamo i termini uguali perché si annulleranno nella
sottrazione e raddoppiando i termini opposti per lo stesso motivo:
—2sin(x)-sin(30°) + 3sin(x) = 1 = —2sin(x)-1/2 + 3sin(x) = 1 = 2sin(x) = 1 = sin(x) = 1/2 = x =30° +
k360° v x = 150° + k360°. Gi unici valori compresi nell’intervallo indicato sono: 30° v 150° v 390° v
510°.

68. cos(x+ m/4)—cos(x—7m/4)-1=0,x € [-2; 5]

Come nel precedente: —2sin(x)-sin(n/4) — 1 =0 = —2sin(x)-g 1=0=-2 sin(x) =1 = sin(x) =

U2 = sin(x) = —72. Con soluzioni: x = —n/4 + 2kn v x = 5n/4 + 2kn. Le uniche soluzioni accet-
tabili si ottengono per k = 0: —n/4 v 5n/4

69. sin(x + n/3) — sin(x) + cos(x — n/6) =0, x € [-2; 3]
2 sin(x) + \/5/2c0s(x) — sin(x) + \/5/200s(x) + Vasin(x) =0 = \/gcos(x) =0=>x==n/2

70.  cos(x + m/3) — Y2 cos(x) + sin(x) — 0,1 =0, x € [-3; 1]

2 cos(x) — \/§/ZSin(x) — Y2 cos(x) + sin(x) — 0,1 =0 = sin(x)

7

71.  sin(x + n/3) — 0,5sin(x) — 3cos(x) + 0,51 =0, x € [1; 4]
2 sin(x) + \/§/2cos(x) —0,5sin(x) — 3cos(x) + 0,51 =0 = cos( ) 0,51 =>x~1,33

6-3
72. tan(x + 1/4) —tan(x —n/4)-1=0,x € [1; 4]
tan(x)+1 tan(x) -1
l—tan(x) l+tan(x)
nessuna soluzione
73. tan(x + m/6) — tan(x — w/3) + 5=0,x € [-3; 3]
tan(x + 1/6) —tan(x —m/3) +5=0[=—-1,89 v~ 0,73 v~ 1,25 v = 2,41]
tan(x)+\/§/3 tan(x)—\/§ 3tan(x)+\/§ tan(x)—\ﬁ
- +5=0= -
1—\/§/3tan(x) 1+\/§tan(x) 3—\/§tan(x) 1+\/§tan(x)
303 =>x~-0,73+knv~125+kn=>x~-189v~-0,73v~125v~241
Risolvere le seguenti disequazioni nella circonferenza goniometrica
74.  sin(x + 45°) — sin(x — 30°) > 0
sin(x)cos(45°) + sin(45°)cos(x) — [sin(x)cos(30°) — sin(30°)cos(x)] > 0 = sin(x) - [cos(45°) — cos(30°)]
+ cos(x) - [sin(45°) + sin(30°)] > 0 =

(g_il (x)+(%+%Jcos(x)>O:>(\/g—\/z)sin(x)—(\/erl)cos(x)<O
ran(x) < 2+

Abbiamo adesso le due opzioni: = NE
0

—1=0=[ tan(x) + 1* + [tan(x) — 11* = 1 + tan’*(x) = 0 = 3tan’(x) + 1 =0 =

+5=0=>tan(x) = 0,89 v =

Abbiamo:

B
i
&

COS(X) >

[\/EH
NN

{0 < x<82°30'v90° < x <262°30'v 270° < x £360° {82030' <x<90°Vv262°30'< x <270°

j 82°30'v 262°30', quindi:

0<x<90°v270° < x<360° v 90° < x <270°

Le soluzioni sono: 0° < x < 82°30" e 270° < x < 360° per il primo sistema e 262°30" < x < 270° per il
secondo. Vediamo cosa accade quando cos(x) =0, ossia se x = 90° o x =270°.

J_\/_

sin(90° + 45°) — sin(90° — 30°) = sin(135°) — sin(60°) = — ——< 0, quindi x = 90° non ¢ soluzione.
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76.
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BB

sin(270° + 45°) — sin(270° — 30°) = sin(315°) — sin(240°) = ——+— >0, quindi x = 270° ¢ soluzio-

ne. Possiamo percio riunire le soluzioni: 0° < x < 82°30" v 262°30’ <x<360°

cos(x — 45°) + cos(x + 60°) <0

Osserviamo che cos(x — 45°) + cos(x + 60°) = cos(45° — x) + cos(x + 60°) = sin(90° — 45° + x) +
sin(90° — x — 60°) = sin(45° + x) + sin(30° — x) = sin(45° + x) — sin(x — 30°), Ossia ¢ la stessa disequa-
zione della precedente, ma con il verso cambiato, pertanto ammette le soluzioni complementari:
82°30" <x <262°30'.

sin(x + 45°) + sin(x) 2 0

Si ha: sin(x)cos(45°) + cos(x) sin(45°) + sin(x) > 0 = sin(x) - [cos(45°) + 1] + cos(x) sin(45°) > 0 =

sin(x)-(%+lj+gcos(x) >0= sin(x)-(\/z+2)+\/§cos(x) >0=
. Abbiamo due casi distinti,

:Sin(x)~[1+%j+cos(x)20:>sin(x)-(l+x/5)+cos(x)20

osservando altresi che ! = \/5 —1:

{tan(x)>l \/_ {tang

cos(x) >0

. Dato che tan™ (1 - JE ) =-22°30"'+k180°, 1 valori che rientrano

=

nel nostro intervallo sono 157°30° e 337°30". Avremo: \‘ per il primo sistema sono 1
valori indicati che ricadono solo nel primo e nel quarto quadrante: 0° < x < 90° v 337°30" < x < 360°.

=

Per il secondo \‘ 1 valori indicati che ricadono solo nel secondo quadrante: 90° < x <
157°30". Controlliamo adesso se 90° ¢ soluzione: sin(90° + 45°) + sin(90°) > 0 perché somma di quan-
tita positive. Infine scriviamo le soluzioni in unico modo: 0° <x < 157°30" v 337°30" < x < 360°
2cos(x + 30°) + cos(x) = 0

Si ha: 2cos(x)cos(30°) — 2sin(x)sin(30°) + cos(x) = 0 = cos(x) - [2cos(30°) + 1] — 2sin(x)-1/2 > 0 =

cos(x)- (2 . ? + 1} —sin(x)=0=>sin(x) < (\/§+ l)cos (x) . Abbiamo due casi distinti:

{tan(x)£1+x/§v{tan(x)21+\/§

. Dato che tan’l(l+«/§)z69°53'46"+ k180°. Per semplicita
cos(x) >0 cos(x) <0

chiamiamo a ~ 69°53'46", cosi i1 valori che rientrano nel nostro intervallo sono o ¢ 180° + a =

{ -05 0 05

£

249°53'46". Per il primo sistema sono 1 valori indicati che ricadono solo nel primo e
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78.

79.

80.

81.

82.
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1 -05 0, 05

nel quarto quadrante: 0° < x < o v 270° < x < 360°. Per il secondo 1 valori indicati
che ricadono solo nel terzo quadrante: 180° + a < x < 270°. Controlliamo adesso se 270° ¢ soluzione:
2¢0s(270° + 30°) + cos(270°) = 2cos( 30°) > 0, quindi ¢ soluzione. Infine scriviamo le soluzioni in

unico modo: 0°<x < a v 180° + a < x £360° a ~ 69°53'46"
tan(x — 45°) + tan(x + 45°) >0
tan(x)—l tan (x)+1 4dtan (x)
+ —
1+tan(x) l—tan(x) 1—tan (x)
denominatore per —1 < tan(x) <1 < (0°; 45°) U (135°; 225°) U (315°; 365°). Pertanto la soluzione fi-
nale &: 0° <x <45°v90° <x <135°v 180° <x <225° 270° <x <315°.
tan(x + n/4) — tan(x — n/4) > 0
tan(x)+l tan(x)—l 2tan® (x)+2
l—tan(x) 1+tan(x) 1—tan’ (x)
segno del denominatore, che ¢ positivo per /4 < x <3n/4 v Sn/4 <x < Tm/4.
tan(x — /4) + tan(x) <0
tan(x)—l tan’ (x)+2tan(x)—l
1+tan(x) 1+tan(x)
lan(x) < —l—ﬁvtan(x) > —1+\/§ =>7n/8 <x<5m/8 v In/8 <x<13n/8, x ¢ {n/2; 3n/2}, il denomi-

natore per 0 <x <m/2 v 3n/4 <x <3m/2 v Tn/4 <x <2m.

> 0. Il numeratore ¢ positivo in (0% 90°) U (180°; 270°), il

> 0. Il numeratore ¢ sempre positivo, quindi conta solo il

>0. il numeratore ¢ positivo

+tan(x)<0= per

3 T 573w 9 31 137 7w )
0 8 8 4 B 2 g 4 "
OC—9—— 9 ¢ ¢ P o ¢ o O
tan®(z) + 2tan(z) — 1 | - + + | - - + 4+ -] -
—@ H—ap @
1 + tan(z) + + - - + + - -1 +
x & 3 & e
tan?(z) + 2tan(z) — 1
1 + tan(z) T - B + T -
P N S — & &%

Pertanto la soluzione finale ¢: 0 < x < 7m/8 v /2 <x <5m/8 v 3n/4 <x <9n/8 v 3n/2 <x < 13w/8 v
/4 <x<2x
tan(x + nt/4) — tan(x) 2 0

Abbiamo:

+1-¢ +1 2
an() 41 g BRI et () et () o
1- tan( ) 1- tan( ) l—tan(x)

I1 segno dipende solo dal denominatore, quindi: tan(x) <1< 0<x<m/4 v /2 <x<5n/4 v 3n/2 <x
<2m.
sin(x + 2) — sin(x — 2) — 3sin(x) <0

15
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sin(x)cos(2) + sin(2)cos(x) — sin(x)cos(2) + sin(2)cos(x) — 3sin(x) < 0 = 2sin(2)cos(x) — 3sin(x) <0 =
3tan(x)>2sin(2) 3tan(x)<2sin(2) a<x<rm/2va+r<x<3z/2 [0<x<avrm<x<a+rxm
—
cos(x) >0 cos(x)< 0
= a<x<a-+m, conoa~054.
cos(x + 3) + cos(x — 3) + cos(x) <0
Abbiamo: 2cos(x)cos(3) + cos(x) < 0 = cos(x) - [2cos(3) + 1] <0, dato che 2cos(3) + 1 <0, quindi la
disequazione equivale a cos(x) > 0, quindi: © < x < 2m.
Spiegare come mai le disequazioni 74 e 75 hanno soluzioni complementari.
Sono la stessa disequazione con il verso contrario

O<x<m/2v3n/2<x<2r w/2<x<3m/2

Verificare la validita delle seguenti identita in un triangolo qualsiasi

85.

86.

87.

88.

9.

90.

a) sin(a) = sin(PB) - cos(y) + sin(y) - cos(B); b) cos(a) = sin(PB) - sin(y) — cos(B) - cos(y)

a) sin(180° — B —vy) = sin(B +y) = sin(B) - cos(y) + sin(y) - cos(B);

b) cos(180° — B —v) =—cos(B +y) = sin(B) - sin(y) — cos(P) - cos(y)

Come diventa I’identita verificata nel box Lavoriamo insieme in un triangolo rettangolo di ipo-

tenusa c?
2

1 0= 2R
+cos( ,6’) e =>c=

sin(a)cos(B)cos(y) — sin(o)sin(B)sin(y) + cos(a)sin(B)cos(y) + cos(a)cos(B)sin(y) = 0.
cos(y) - [sin(a)cos(B) + cos(a)sin(B)] + sin(y) - [cos(a)cos(B) — sin(a)sin(B)] = cos(y)sin(a + B) +
sin(y)cos(a + B) = cos(y)sin(y) — sin(y)cos(y) =0

a) a - [cos(a) + cos(B)cos(y)] = 2Rsin(a)sin(B)sin(y); b) csc(a—p) '[a -cos(B)—b-cos( } =

sm
a) a- [—cos(B +7y)+ cos(B)cos(y)] =a - sin(B)sin(y) = 2Rsin(a)sin(B)sin(y). Abbiamo usato I’ 1dent1ta
a =2Rsin(a)
b) a-cos(ﬂ)—b-cos(a)=a-cos(,b’)—a-sm(ﬁ)/sm a) cos W—W
sin(a—ﬂ) sin(a)cos(ﬂ) cos(a)sm(ﬂ) sin 5(S)—cos sm(a)
a) tan(o) + tan(B) + tan(y) = tan()tan(B)tan(y); b) b* - [cot() + cot(B)] = ¢ - [cot(a) + cot(y)]
a) tan(a) + tan(P) + tan[180° — (a0 + B)] = tan(a) + tan(B) — tan(o + PB) = tan(a) + tan(P) —

tan(a) +tan(p) _ tan —tan’® (a)tan(B) - tan()tan® ( B) —tartoey<aa( B) _

l—tan(a)tan(ﬁ) l—tan(a)tan(ﬁ)

-ty P ) D) an ) =

5 cos(a) cos(f3) 3 2cos(oc)sin(ﬂ)+cos(ﬂ)sin(0¢)= , sin(a+pf) o sin(y)
b) b {szn(d) szn( )}_b sin(a)sin(ﬂ) b Sin(a)sin(ﬂ) b Sin(a)sin(ﬂ)

2szn (IB)M

sin (7/)

_ csin(a+y)  ,sin(a)cos(y)+c
i

0 a)sin(y):cz[cos(y) cos(a)]

s
S’”(“)M sin(a)sin(y) ¢ sin(a)sin(y) sin(y) " sin(a) |’
1+cos( ) cos( ) a*+b? ) b_z_ cot(a)+cot(7) ) TP
1+cos(a 7/) cos( ) a+c’ b) A cot( )+cot(ﬂ)’ ©) asin(B=y) = (" - sin()

1- cos( ) s(a ﬂ 1 [cos ( )+szn( )szn ][cos(a)cos(ﬂ) szn(a)szn(ﬂ)]
1-cos(a—y)-cos(a+y) S 1- [cos cos(y)+sin(a)sin( ][cos(a cos(y)- Szn(a)sm(yﬂ
a) :l—cos (a)cos® (B)+sin’ (a)sin® (B ) [1 sin® (o) J[l sin’® ]—i—smz(w)sm2 ,B)
a)sin’ ] (a)si

l—cos( )cosz(;/)+sm( ( ) 1- [1 sznz(a ][1 sin’

+sin” (o
_sin’ (@) +sin’ (B) 1+sin®(B)/sin*(a) 1+b*/a’ &’ +b

) )
~ sin’ (0{)+sin2 (7/) 1+ sin® (7/)/sin2 (a) 1+t /dd at+c
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b) Lavoriamo sul secondo membro:
cos ( ) cos (7/)
cot(a)+cot(7) 3 sin( ) sm(y/) S1 _sin(a+7/) sin(ﬂ)
cot(a)+cot(,8)_cos( ) cos(f) cos(a)-sin(ﬁ)+cos B)-sin(a) - sin(y) .sin(a+ﬂ)
Sin( ) szn(ﬁ) s -sin(ﬂ)

Siamo in un triangolo, quindi: a + B +y=180° = a + B =180° —y = sin(a. + B) = sin(180°—y) =

N

g

3
—~| T

=

~

h

2
sin(y); analogamente: sin(o +v) = sin(p). Quindi: m(ﬁ) sm( ) {Sm(ﬂ)} . Applicando il teo-

sm(y) Szn( ) sm(y)
b c szn( )
= 3
sin(ﬂ) sin(y) c sm(}/)
c¢) Per il teorema di Carnot: b* — ¢*= a* + ¢* — 2ac - cos(B) — [a* + b> — 2ab - cos(y)] = > —a*+2a - [b
- cos(y) —c - cos(B)] = b* —c*=a - [b - cos(y) — c - cos(P)]= (b* — *) sin(a) = a - sin(a) - [b -
cos(y)—c - cos(B)]=a - [a - sin(B) - cos(y) — a - sin(y) - cos(B)]= a* - sin(B ).
Determinare la misura del perimetro dei seguenti triangoli con i dati accanto indicati
91. sin(a+B)=",cos(B+y)=—"s,a=5
Abbiamo sin(y) = sin[180° — (a0 + B)] = sin((x + [3) =Y ¢ cos(a)=—cos[180° — (B +y)] = —cos(B +y) =

rema dei seni abbiamo:

Ya. percio sm 1/1 cos’ 1—— =— . Possiamo quindi applicare il teorema dei seni:
a-sin 1/2 1 241
.a = .C =>c=— (7/)=5- / = 0 = \/_5 Troviamo sin(B) = sin(a + y) =
sm(a) sm(}/) Szn(a) \/E/4 \/E 3
sin(a)cos(y) + sin(y)cos(a). Tenuto conto che cos ./l sin’ 1——=—, abbiamo:
J15 3 35 +1

= . Troviamo b sempre con il teorema dei seni:

3\/§+1
a b a-sin(f) 3J§+1 153415 153 +4/15
. - . =b= . =5 /5 6 =
sin(a)  sin(f) sin(a) \/_/4 2\/_5 34 6
2JE+15J§+JE _30+4\15+15V3 +415 _30+5V15+15\3
3 6 6 6
92. sin(a+y)=1/5,cos(a+pB)=1/8,b=5
Abbiamo sin(p) = sin[180° — (a + y)] = sin(a + y) = 1/5 e cos(y)= —cos[180° — (a + B)] = —cos(a + B)

= —1/8. percio sin(}/) =, /1 —cos” (}/) = 1—6—14 = @ = % Possiamo quindi applicare il teorema

c besin(y)  3J7/8 757

. ) b .
dei seni: = =>c= =5 = . Troviamo sin(at) = sin(B+ y) =

sin(ﬂ) sin(y/) Sin(ﬁ) 1/5 8

sin(B)cos(y) + sin(y)cos(B). Tenuto conto che cos(f)=1-sin’(f)= ,/1—% = g, abbiamo:
W7 2J_ 6:3/42 —1

sin(a)=sin(B+y)= 3 (—gj e s 0 Troviamo a sempre con il teorema dei seni:

. Infine il

perimetro ¢ 5+
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6:/42 -1
. 8
A b :>a:b'sm(a):/5/- 40 :30\/5_5. Infine il perimetro ¢
sin(a)  sin(f) sin(fB) 1 8
5
5, 30V42-5 757 354304424757
8 8 '

a) cos(a + B)=-2/3,a=4,b=3;b) sin(a +7y) = 0,87, a = 3,64, c = 5,96

a) cos(y) = —cos(o. + B) =2/3 = c:\/16+9—248-3=3:> 2p=4+3+3=10;

2
b) sin(f) = 0,87 = cos( f ) =+,/1-0,87° ~ 0,49, vi sono due distinti triangoli, uno dei quali ottusan-
golo. Quindi:
b = \/3,642 +5,96* —2-3,64-5,96-0,49 ~5,25;b, ~ \/3,642 +5,96° +2-3,64-5,96-0,49 ~8,37. E
percio due diversi perimetri: 2p1 = 14,85 v 2p> = 17,97.

Senza usare la calcolatrice determinare ’area dei seguenti triangoli con i dati accanto indicati

94.

95.

96.

97.

a) sin(p +vy) =3/8, cos(a. +y) =—4/9,b =5; b) sin(a +v) = 2/5, cos(a + B) 5/9, b =3.

a) sin(a) = 3/8; cos(B) = 4/9; sin(B)= l—a :£ cos(a)= l—a :£:> sin(y) = sin(a. +
B) = §i+ \/5\/6 _ 12454143 ~0,997 = cz£-0,997 ~ 5,56 . Infine, I’area misura circa 2
89 8 9 72 J65
-5-5,56-3/8~5,21.
b) sin(B) = 2/5; cos(y) = -5/9; cos(ﬂ) l—g =g; sin(y)z l—g =£ = sin(a) = sin(p
+v)= %(_S}L\/Sz_l\/s_s = “11255_10 ~0,53 = c~ ~375§z 6,18 . Infine, I’area misura circa

¥ -3-6,18-0,53 ~491.
a) sin(a + B) = 8/15, cos(a. +y) =7/8, ¢ = 3; b) sin(p +y) =5/9, cos(a. +vy) =5/8, c = 4.

1) sin(y) = 8/15; cos(B) =-7/8; cos()/) 1—2—25=i, in(ﬁ) l_a:£ = sin(a) = sin(p
\/8— —‘1156—%% ~—0,057 = un triangolo del genere non esiste perché il seno degli angoli

2) sin(a) = 5/9; cos(B) =—5/8; cos(a) = ,/1—% = 2? ;Sin(,B) = l—a :£ = sin(y) = sin(a +
214 39 4 39

= 2| 2| 20 _~0 30 > b~——-——~10,41. Infine, I’area misura circa % -
P =3 ( 8} 9 0,30 8 ’
10,41 -5/9~11,57.

cos(a+v)=-719,b=4,c=3.
2 2

cos(B) =7/9 = sin(ﬂ)z,’l—g:ﬂ:sin(y):%- N :T:cos(}/): 1—§:g,percc‘):

sin(a)= 4\/_ \/_ £1_4\/_4+7\/_ :i' 2.&.4\/ﬁ+7\/5:8\/ﬁ+14\/§
9 3 3 9 27 Z \2\7\9 9 .

N
S

Nel triangolo AXB, AB ¢ lungo 4,07, BAX =45° , determinare la misura di AXB se XA= 5,26.
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98.

99.

100.

101.

102.
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X

45°

m

Per il teorema dei senti:

4,07 5,26 2 2

Sin(A)A(B) B Si”(135°—AAA’B) =4,07- 7cos(AAA’B)+7sm(A)A(B) :5,26sin(AXB):

= 2,38 sin( AXB) ~ 2,88 cos( AXB) = tan( AXB) ~ 2,88/2,38 = AXB ~ 50°25'48".

(Dal Progetto Matematica & realta dell’Universita di Perugia) La statua della liberta ¢ alta 92 m
compreso il piedistallo di 46 m. Descrivere come varia I’angolo di visuale in funzione della di-
stanza dalla statua. Determinare qual ¢ ’angolo di visuale corrispondente a 70 m. In figura, AD

¢ il piedistallo, CD la statua, AB la distanza e ’angolo segnato ¢ quello da determinare.
[

D]

. ) ;ﬁ‘_i"-;
A B

Abbiamo: tan( CBA) =92/ AB ; tan( DBA) = 46/ AB , quindi:
tan(Cf?A)—tan(Df?A) ~ (92—46)/@ ~ 46- AB
L+tan(CBA)-tan(DBA) 1+92-46/ 48" AB +46-92
46-70
70° +46-92
Con riferimento al problema precedente, determinare AB se I’angolo di visuale ¢ circa 18°.
46- AB
AB +46-92
Con riferimento al problema della statua, se AD = C_D,A_B =70m, determinare E, se I’angolo

di Visua_le e circa 15°.

% =tan(15°) = AD ~22,70m~v 107,92 m .

70> +2AD

Con riferimento al problema della statua, se 4B =70m,CD =46m, determinare AD se I’angolo
di visuale é circa 23°.

46:70 tan(23°)= AD ~33,70m , la seconda soluzione dell’equazione ¢ negativa,
70° +(46+ AD)- AD

= CBD = tan™' (_46' 4B

tan(CﬁD):tan(CéA—DéA)z ABZ +46-92

Nel caso particolare: CBD =tan™ ( j ~19°25'23"

= tan(18°) = AB ~ 42,88 m v 98,69 m

quindi non accettabile.
In un cerchio di raggio che misura 3, tracciare una corda 4B uguale al lato del quadrato inscrit-
to nella circonferenza. Considerare poi un punto C appartenente al maggiore dei due archi 4B.

Determinare la misura di CAB in modo che la somma dei quadrati dei lati del triangolo ABC sia
50.
Per il teorema della corda:
AB" =[6-5in(45°)] =18,BC =[6-sin(a)] =36sin* (a); AC" =36sin* (135°~ <)

Quindi ’equazone risolvente &: +8° + 36'% sin*(a) + 36!8 5in*(135° — o) = 50°° = 9 + 18 sin*(a) +
18[sin(135°)cos(a) — cos(135°)sin(a)]* —25 =0 = 18sin’(a) + 18sin(a)cos(a) —7 =0 = 11sin’(o)
—9++/158

11 =

~
~

+ 18sin(a)cos(a) — Tcos* (@) = 0 = 1lsan*(a) + 18tan(a) — 7 =0 = tan(a)=

17°58'47" v o~ 117°1'13"
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103. ABC ¢ un triangolo equilatero di perimetro 6 cm, si tracci una semiretta per 4 che incontra il la-

104.

105.

to opposto, e siano H e K le proiezioni ortogonali di B e C su essa. Determinare i valori in gradi

interi, che deve assumere 1'angolo BAH , in modo che il rapporto fra le misure dei segmenti BH e
CK risulti compreso tra 0,25 e 2,41.

C

sin(a) < 2,41'sin(60°—a)
<241 sin(a)z O,25~sin(60°—a):>
0°<a<60°

lﬁz 2-Sin(a) ~0.25<
CH 2~sin(60°—a)

sin(a)

sin(60°—a)
sin(a)S2,41-[\/g/2cos(a)—l/2sin(a)} 2,21'Sil’l(0[)§2,09'00S(0[)
= sin(a)20,25-[\/§/2cos(a)—l/2sin(a)]:> 1,13-sin(a)>0,22-cos(a) = , dato che vo-
0° < < 60° 0°<a <60

tan(a)32,09/2,21 a <43°24'5"
= tan(a)20,22/1,13:> a>11°1"2"
0° < a <60° 0° < a <60°

gliamo solo valori ineri deve essere 12° < o0 < 43°.
Un triangolo LMN ¢ inscritto in una circonferenza di diametro lungo 6,17 cm e ZLMN = 60°.

Determina l'ampiezza di NLM in modo che sia ‘Wz —MN 2‘ =3.

Per il teorema della corda: LM = 6,17 cm- sin(x);m =6,17cm-sin(120°—x) , quindi I’equazione ri-
solvente &: [6,17 sin(x)]* — [6,17 sin(120° — x)]* =+ 3 = 6,17%sin(x)> — 6,17% - [¥% cos*(x) + Y sin’(x) +
\/§/2 sin(x)cos(x)] = £ 3 = 57,10 sin’(x) — 32,97sin(x)cos(x) — 31,55 = 0 v 57,10 sin*(x) —
32,97sin(x)cos(x) — 25,55 = 0 (abbiamo approssimato i coefficienti) = 25,55 tan*(x) — 32,97 tan(x) —
31,55 =0 25,55 tan*(x) — 32,97 tan(x) — 25,55 = 0 = x =~ 61°24'55" v x ~ 62°36'42"

Con riferimento al problema della statua della liberta, lasciando inalterati tutti i dati tranne

I’altezza della statua, che ¢ sempre uguale al piedistallo, per quali angoli di visuale a il problema
ha soluzione?
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s-AB

T:ﬁan(a)-ﬂ?z—s-ﬁﬂbz-tan(a):0:> A=s>—
AB™ +2s*

Sia s I’altezza della statua: tan(a )=

8s%tan* (o) > 0= 0 < tan(a) < g = 0°<a<19°28'16".

Dato un triangolo equilatero ABC di lato a, determinare sul lato AC un punto M in modo che la
somma dei quadrati delle sue distanze dai vertici A e B abbia rapporto 7/5 con il quadrato del la-

to del triangolo. Sia incognita la misura di BMA.

MA _ MB _ l :—:E-Sin(120°—x);—B: 3 ;]\TC:K sm(x—60°)
sin(120°—x) sin(60°) sin(x) sin(x) 2Sin(x) sin(x)
) o__ .2 _&No
Percio: 4y7 -sin (120 x)+3/ +4f"sin (x-60°) = % — 16cos*(x) =1 = cos(x) = Vs = x ~ 75°31'21"

4,4’2/sin2 (x)

Formule di duplicazione e bisezione
Determinare quanto richiesto sulla base dei dati noti, usando le formule di duplicazione o bisezione

107.

108.

109.

110.

I11.

112.

sin(a) =2/7, cos(B) =-7/9, a.€[90°; 180°], B[180°; 270°]; cos(2a) = ?, cot(2P) =?
e cos(2a)=1-2-(2/7)>=1-8/49 = 41/49;
~7/9 49/32-1 2 1742

7 = —
°60t(ﬂ)_—\/1—49/81 42 =cor(25)= 7 2 112

sin(a) = -3/5, cos(B) = 6/7, a.e[n; 3n/2], Be[3n/2; 21]; cscRa) = ?, sin(2P) =?
. cos(a) =—/1-9/25= —g ; esc(2a) =2 - (=5/4) - (=5/3) = 25/24;

osin( ):—m——£ = sin(2B) = 2 (_@Jé:_@.

7 )7 49
sin(a) = 3/4, cos(B) = 8/9, a€[0; 90°], B€[270°; 360°]; sec(Qa) = ?, tan(2P) = ?

o cos(a)=+1-9/16 =g = sec(2a)zwz—8

16/9-16/7

o sin(fB)=—1-64/8 z—g = tan(2p)= 2'(_\/ﬁ/8) - 16\/ﬁ.

1-17/64 47
sin(a) = —5/6, cos(B) = 7/9, a.c[180°; 270°], Be[270°; 360°]; tan(2a) = 2, cos(2B) = ?

PN 7 A ik wll) B 1

1-25/11 7

ecos(2B)=2-49/81 —-1=17/81.
sin(a) =2/7, cos(B) = -5/8, a.€[0; n/2], Be[n; 3n/2]; cot2a) = ?, cos(2P) = ?

o cos(a) = m—?)\/_ cot(2a) = 2453/\7_/12 41\/_,

ecos(2B)=2-25/64 —1=-7/32.
sin(a) = Y4, cos(B) = 3/5, ae[n/2; n], Be[0; n/2]; sin(Qa) = ?, tan(2B) = ?
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114.

115.

116.

117.
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o cos(a)=—1-1/16 :—gzsin(%z):—ll-ﬁz—ﬁ'

5

4 4 8
o sin( ) =T=9725 = L= tan(2) = o - 2

sin(a) = 1/5, cos(B) = -2/3, a.€[90°;180°], B€[180°;270°]; cos(a/2) = ?, cot(P/2) = ?

e cos(a ):_Jm__i:> (gj:\/l—z;/g/sstol—ozx/E
ocorl B [1=2/3 _ NG
)

1+2/3 5 °

sin(a) = 2/5, cos(B) = 3/4, a[90°; 180°], Be[270°; 360°]; csc(o/2) = 2, sin(B/2) = ?
1 __sﬂ:mc(gj —104/21 \/ﬁ—JE

~J1-4/25 21 2 —5J21/21-1 2

.Sin(gj: /1—3/4 :Q-
2 2 4

sin(a) = 1/3, cos(B) = 4/9, a€[0°; 90°], B[270°; 360°]; sec(a/2) = ?, tan(B/2) = ?

o sec(ar) = ——) 3ﬁ:sec(a] W22, p

JI-1/9 2) \1+32/4
( j =479 _ \f
e fan
1+4/9
sin(a) = -3/5, cos(B) = 5/8, a.€[180°; 270°], B<[0°; 90°]; tan(a/2) = ?, cos(B/2) =?
a] _[1+4/5

4
ocos(a)z—;:ﬁan(; —4/5

(ﬁj ,1 +5/8 /13

o cos| = |= =—.

2 2 4

sin(a) = 1/7, cos(B) = -8/9, a.€[0; n/2], Be[n; 3n/2]; esc(a/2) = 2, cos(B/2) = ?

1 1B a 7316
osec(a)— ,_1_1/49— B :>csc( j 7\/_/12 1 \/_ 2\/_

(éj [1-8/9_ V2.
2 2 6

5 .

L4 SQC(OC)Z

2

Esprimere la prima funzione mediante la seconda funzione

118.

119.

120.

121.

a) cos(13a/2), cos(13a/4); b) cos(13a/2), sin(13a.); ¢) cos(3a), cos(a); d) cos(4a), cos(a)

a) 2cos*(130/4) — 1; b) 1 — 2sin’*(130);

¢) cos(3a) = cos(2a. + o) = cos(2a)cos(a) — sin(2a)sin(a) = [2cos*(a) — 1] - cos(a) — 2sin*(a)cos(or)

=2cos(a) — cos(a) — 2[1 — cos*(ar)] - cos(ar) = 4cos’(a) — 3cos(a);

d) cos(4a) = 2cos*(2a) — 1 =2 - [2cos*(2a) — 117 — 1 = 8cos*(at) — 8cos?(a) + 1.

a) cos(4a), sin(a); b) cos(a), cos(a/4); c) sin(4a.), sin(a.) e cos(or)

a) cos(4a) = 1 — 2sin*(2a) = 1 — 8sin®(a)cos*(a) = 1 — 8sin*(a)- [1 — sin*(ar)] = 8sin*(ar) — 8sin*(a) + 1;

b) Fra 4o e a. vi ¢ lo stesso rapporto che fra a. e o/4, quindi: cos(a) = 8cos*(a/4) — 8cos*(a/4) + 1;

¢) sin(4a) = 2sin(2a)cos(20.) = 4sin(a)cos(a)[2cos*(a) — 1] = 8sin(a)cos (o) — dsin(a)cos(a), oppure
4sin(o)cos(a)[1 — 2sin*(a)] = —8sin*(a)cos(a) + dsin(o)cos(ot)

a) sin(2x)cos(x) + sin(3x), sin(x); b) cos(2x)cos(x) — cos(3x), cos(x); ¢) sin(2x)sin(x) — cos(3x),

cos(x)

a) 2sin(x)cos*(x) + 3sin(x) — 4sin’(x) = 2sin(x) — 2sin’(x) + 3sin(x) — 4sin’(x) = 5sin(x) — 6sin’(x);

b) [2cos?(x) — 1]cos(x) — 4cos>(x) + 3cos(x) = 2cos(x) — 2cos*(x);

¢) 2sin’(x)cos(x) — 4cos(x) + 3cos(x) = 2cos(x) — 2cos’(x) — 4cos’(x) + 3cos(x) = Scos(x) — 6¢cos>(x)

a) sin(4x)cos(x) — sin(3x), sin(x); b) cos(dx) — sin(3x), sin(x)
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a) 4sin(x)cos?(x) - [1 — 2sin*(x)] — 3sin(x) + 4sin>(x) = 4sin(x) - [1 — sin®*(x)] - [1 — 2sin*(x)] — 3sin(x) +
4sin’(x) = 8sin’(x) — 8sin’(x) + sin(x);

b) 8sin*(x) — 8sin®(x) + 1 — 3sin(x) + 4sin’(x) = 8sin*(x) + 4sin’(x) — 8sin*(x) — 3sin(x) + 1.
Verificare la validita delle seguenti identita, e determinare l’insieme di definizione, con gli angoli, ove
non specificato, misurati in radianti.
122. a) 1 —dsin*(a)cos*(a) = cos*(2a); b) sec(x) =Y - [tan(n/4 + x/2) + tan(rn/4 — x/2)]

a) Non ci sono problemi per il dominio. 1 — 4sin*(a)cos* (o) = 1 — sin*(2aL) = cos*(2a).

b) Deveesserex #m/2 +knen/4d+x/2#n/2+knen/4d—x/2# /2 +kn = x#n/2+ kn/2.

l—cos(x)
1+tan(x/2) 1—tan(x/2) 1+tan2(x/2) 1+l+cos(x) 2 2
+ =D. - =2. =2 = :2sec(x)
1—tan(x/2) 1+tan(x/2) 1—tan’®(x/2) l_l—COS(X) 2cos(x)  cos(x)
1+cos(x)

2
cot(a/2)—tan(a/2)

123. a) tan(x) ="' - [tan(n/4 + x/2) — tan(nt/4 — x/2)] ; b) tan(a) =

a) Come in precedenza: x # n/2 + kmn/2.

sin(x/2)

1+tan(x/2) _l—tan(x/?_) e tan(x/2) 4. c0s(x/2) B

1—tan(x/2) 1+tan(x/2) l—tanz(x/2) 1_Sin2()c/2)
cos’ (x/2)

4. Suzfz(x/2)-co.s(2x/2) _, szn(x) _ 2tan(x)

cos (x/2)—sm (x/2) cos(x)
b) Deve essere a/2 # kn/2 e a/2 # w/4 + kn = o # kn/2.
2 _ 2tan(a/2) _ an(at)
1/tan(a/2)—tan(a/2) 1—tan®(a/2)
124. a) sin’ (@) + sin(22) sin’ () +cos(a) =2 —cos(x)

SN

=2—sin"(a);b) (a2 (a/2)
sin’ () . 2 sitd)cos(a) 1-cos*(a)

1+cos(a) s}'q(ﬂj 1+cos(a)

l—cos(a) l—cos(a)

=[1 — cos(a)]* + 2cos(a) = 1 + cos*(ar) = 2 — sin*(av).

b) Deve essere a/2 # /2 + kn = o # T + 2km.

cot’(a/2)  sin(c)

a) Deve essere o/2 # kn/2 e o0 # km = o # km.

+200S(0€)

4sin*(a /2 2 2 2 1-
sin (a )MJrcos(a):/( .M+cos(0{)=2—cos(a)
cos’ 2) Z

cos (2a)

12>. cos(a)—sin(a)

—cos(a) - 2sin(a)cos (a) =sin(a)- [1 —2cos(a)]

cos’ (a) —sin’ (a)

cos(a)—sin(a)

Deve essere o # /4 + k.

—cos(a)—2sin(a)cos(a) = eoster) + sin(a) — eoster) —

2sin(a)cos(a) = sin(a) - [1 — 2cos(a)].
a sin(a)

126. a) tan (—j =————;b) sec(y) =1+ tan(y/2) - tan(y)
2 l+cos(a)

a) Deve essere /2 # /2 + knme oo #  + 2kn = o # ©t + 2km.
3 1-cos(a) 3 1-cos® (a) 3 sin(a) 3 Sin(a)[l—cos(a)] 3 1—cos(a)

tan(%)_\/l+cos(a)_\/[1+cos(a)]2_1+COS(0‘)_ l-cos’(a)  sin(a)
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a) Deveesserey2#mn/2+kney#n/2+kn=vy+kn/2.
2tan(7/2) l—tanz(y/2)+2tan2(7//2)

1+¢ /2)- =
+an(y/2) 1—tan’®(y/2) 1—tan®(y/2)

1 cos(}/)
+tan®(y/2) 1+cos(7) 2
_l—tanz(y/Z) 1- COS(]/) 2c0s(}/
l+cos(7)

) = sec(}/)

2
in(2 1—sin(90°—2
w} { S’”(z 4 )} s b) 1 — sin(Ra) = 2sin(45° — a)cos(45° + o)

127. a) sin® (7/) :{

1—005(2;/) ’

a) Non ci sono problemi per il dominio. sin®(y)cos®( 7)+{ > } = sin*(y)cos*(y) + sin*(y) =

sin(y)[cos*(y) + sin*(y)]= sin’(y).
b) Non ci sono problemi per il dominio. 2 [cos(a) — sin(a)] - 2 [cos(a) — sin(a)]/2 = [cos(a) —
sin(a)]? = cos*(a) + sin*(a) — 2sin(o)cos(a) = 1 — sin(2a).
cot(ﬂ/Z) tan(ﬂ/Z)
0t(ﬁ/2)+tan(ﬁ/2)

a) Deve essere 2x #kn e x # w/2 + kn = x # kn/2.

128. a) cot(2x) + tan(x) = csc(2x); b) cos(B)=

1—tan’ (x) tan (x) _ 1—tan’ (x)+2tan2 (x) _ 1+ tan® (x) _ cos’ (x)+sin2 (x) _ 1 _ csc(Zx)
2tan(x) 2tan(x) 2tan(x) 5 sin(x) cos* (x) sin(2x)
cosf)
b) Deve essere /2 #kn/2 e B2 #—n/4+kn = B #kne 3 #-—n/2 + 2kn.

1 1- cos( )
l—tanz(ﬂ/2) 1+cos(ﬁ') 2 3
1+tan2(,8/2) 1 cos(ﬁ’) 2c0s(ﬂ/2)_sec(ﬁ)

1+cos(ﬂ)

129, sin(w)-sin(s) =i [ 252 i 252

Non ci sono problemi per il dominio. [sin(x/2)cos(y/2) + cos(x/2)sin(y/2)]* — [sin(x/2)cos(y/2) +
cos(x/2)sin(y/2)]* = 4 sin(x/2)cos(x/2)sin(y/2) cos(y/2) = sin(x)sin(y)

Risolvere le seguenti equazioni negli intervalli indicati
130. a) cos(2x) — 3sin(x) + 4 = 0; x€[207°; 426°]; b) cos(2x) — 3cos(x) — 1 =0; x€[207°; 426°]
a) 1 — 2sin’(x) — 3sin(x) + 4 =0 = 2sin®(x) + 3sin(x) — 5 = 0 = sin(x) =—5/2 (NA) v sin(x) = 1, non vi
sono soluzioni nell’intervallo considerato.
b) 2cos*(x) — 1 — 3cos(x) — 1 = 0 = 2cos*(x) — 3cos(x) —2 =0 = cos(x) =—% v cos(x) =2 (NA) = x
= 240°.
31. a)sin(2x) — Tsin*(x) + 1 = 0; xe[374°; 536°]; b) sin(2x) + 3cos*(x) — 2 = 0; xe[57°; 327°]

a) 2sin(x)cos(x) — Tsin®(x) + sin’(x) + cos*(x) = 0 = 6tan*(x) — 2tan(x) — 1 =0 = tan(x) = 1ig/7 =
x~—15°20'19" + k180° v ~ 31°172" + k180° = x ~ 391°17'2" v ~ 524°39'41"
1+/3
2
= x ~-20°'14" + k180° v x =~53°47'38" + k180°. Le soluzioni accettabili sono: x
~ 159°53'46" v x» =~ 233°47'38".
132. a) sin(2x) — Ssin®(x) + 3 = 0; xe[102°; 425°]; b) cos(2x) — Tsin(x) + 1 = 0; xe[374°; 536°]

b) 2sin(x)cos(x) + 3cos*(x) — 2sin*(x) — 2cos*(x)] = 0 = 2tan’*(x) — 2tan(x) — 1 =0 = lan(x) =
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133.

134.

135.
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1+7
2

= x =-39°27" 4+ k180° v x = 61°15'6" + k180°. Le soluzioni accettabili sono: xi1 = 140°33’ v x2
~ 320°33' v x3 = 241°15'6" v x4 = 421°15'6"

a) 2sin(x)cos(x) — Ssin®(x) + 3sin*(x) + 3cos*(x) = 0 = 2tan*(x) — 2tan(x) -3 =0 = tan(x) =

b) 1 —2sin*(x) — Tsin(x) + 1 =0 = 2sin*(x) + Tsin(x) —2 =0 = sin (x) =

% s x~ 15°242" +k

360° v x = 164°35'58" +k 360° = x = 375°24'2" v =~ 524°35'58".
a) cos*(x) + cos*(x/2) — 1 = 0; xe[207°; 426°]; b) tan(2x) — cot(2x) + tan(x) = 0; xe[-3; 0]
a) cos*(x) + Y+ Vs cos(x) — 1 =0 = 2cos*(x) + cos(x) — 1 = 0 = cos(x) = Y2 v cos(x) = -1 = x = 300°
v 420°;
2tan(x) 1—tan® (x)
1—tan® (x) 2tan(x)

+tan(x) =0=> dtan’*(x) — 1 + 2tan®(x) — tan*(x) + 2tan®(x) — 2tan*(x) = 0

+
= 3tan*(x) — 8tan*(x) + 1 =0 :>tan(x) = ilZ%%/B =>x~+035+knvx=t10l+kn=>x=
2,79 vx~-2,13vx~-1,01 vx~-0735
a) tan(2x) - tan*(x) + 2tan(x) + 1 = 0; xe[-120°; 135°]; b) sin*(x/2) — Scos*(x) — 2 = 0; xe[178°;
502°]
2ean’ (x) 3 3 2 2
a) W+2tan(x)+1:0 = 2an ) + 2tan(x) — 2tan’e) + 1 — tan”(x) = 0 = tan”(x) — 2tan(x)
—tan” (x
- 1=0= tan(x) =14+/2 = x =-22°30" + £180° v 67°30" + £k180° = x = —112°30' v —22°30' v
67°30";
b) ¥4 — Y cos(x) — 5cos*(x) — 2 =0 = 10 cos*(x) + cos(x) + 3 =0 = A <0.
a) tan®(x/2) — Scos(x) = 0; xe[1; 4]; b) cot*(x/2) + cos(x) — 1 = 0; xe[2; 4]

a) 1 — cos(x) — 5cos(x) - [1 + cos(x)] = 0 = 5cos*(x) + 6 — 1 =0 = cos (x) =

=>x~*+142+

J14 -3
5

2kn =>x~ 1,42 v~ 1,72;
b) + + cos(x) + cos(x) — cos*(x) — + + cos(x) = 0 = cos*(x) + 3cos(x) = 0 = cos(x) =0 = x = 31/2

Risolvere le seguenti disequazioni nella circonferenza goniometrica

136.

137.

a) cos(2x) — sin(x) — 1 < 0; b) 2sin(2x) — sin*(x) +3>0
a) 1 — 2sin*(x) — sin(x) — 1 < 0 sin(x) - [2sin(x) + 1] > 0 = sin(x) < % v sin(x) > 0 =

0=2r

=0<x<mv7n/6<x<l11ln/6;

b) 4sin(x)cos(x) — sin*(x) + 3sin*(x) + 3cos*(x) > 0 = 2tan’*(x) + dtan(x) + 3 >0 => A <0 =
I’espressione ¢ sempre positiva, quindi 0 < x < 2w. Non dobbiamo escludere 1 valori in cui la tan-
gente non esiste perché la disequazione iniziale ¢ positiva anche per x = /2 v 31/2.

a) sin(2x) — 2sin*(x) + 2 > 0; b) 3cos(2x) — 2sin(x) +1> 0
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a) 2sin(x)cos(x) — 2sin?ee)+2s5in> G+ 2cos*(x) > 0 = cos(x) - [sin(x) + cos(x)] > 0 = tan(x) + 1 >0
= qualunque sia il segno di cos(x) il secondo membro stabilisce il segno: 0 < x <m/2 v 3n/4 <x <

3

4

T
2

3n/2 v In/d<x<2xn

N

b) 3 — 6sin*(x) — 2sin(x) + 1 > 0 = 6sin’(x) + 2sin(x) —4 <0 = —1 < sin(x) <2/3 = 0 < x < sin '(2/3)

m— sin"H(2/3)

sin 1(2/3)

vt — sin '(2/3) <x < 2m.

ﬁ
2

138. a) sin(2x) + 2cos*(x) — 2 < 0; b) 3cos*(x) + sin®(x/2) -1 <0

a) 2sin(x)cos(x) + 2ees>Ge) — 2sin’(x) — 2e65°6e) < 0 = sin(x) - [cos(x) — sin(x)] £ 0 = cot(x) — 1 <0 =

si accettano anche 1 valori in cuti il seno ¢ nullo

x <2m;

m/d<x<mvin/4<

b) 3cos*(x) + Y2 — V5 cos(x) — 1 <0 = 6cos*(x) — cos(x) — 1 <0 =>—1/3 < cos(x) < Y2 => n/3 <x<cos

w
cos 1(—1/3) 2

™
3

1(=1/3) v 21 — cos 1 (-1/3) < x < 5m/3.

27 —

cos~(—1/3) 3

2

139. a) 4cos(2x) — Ssin(x) +1 < 0; b) sin(2x) — sin*(x)+3 >0
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141.

142.

143.
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V185 -5 N

a) 4 — 8sin’(x) — Ssin(x) + 1 < 0 = 8sin’(x) + Ssin(x) — 5 > 0 = sin(x)> 16

4| V185=5 . V185=5
sine | ——— |<x<m-sin | ——
16 16
b) 2sin(x)cos(x) — sin*(x) + 3sin*(x) + 3cos*(x) > 0 = 2tan*(x) + 2tan(x) + 3 >0 = A < 0, la di-
seuqazione ha sempre soluzioni.

a) cos(2x) + sin(x) > 0; b) cos(2x) + cos*’(x) < 0
a) 1 —2sin*(x) + sin(x) >0 = Y2 <sin(x) <1 = 0<x<7n/6 v 111/6 < x < 2m;

3

b) 2cos*(x) — 1 + cos'(x) < 0 = 3cos’(x) — 1 < 0 = —TSCOS(X)S

cos™ (—\/§/3) <x<cos" (\/5/3)v 27 —cos™ (—\/5/3) <x<2m—cos™ (\/§/3)

a) cos*(x/2) — cos*(x) + 2 > 0; b) tan*(x/2) — cos(x) + 1 <0

I

a) Y + Yacos(x) — cos*(x) + 2 > 0 = 2cos*(x) — cos(x) -5 <0 =

l_f <cos(x)<

cos™ (l_ﬁj<x<cos4 (1+:‘./HJV27T—COS_I (#J<x<2ﬂ'—cos_1 (H—\/H]

4
b) 1 — cos(x) — eoste) — cos*(x) + 1 + eose) <0, x £ T = cos*(x) + cos(x) — 2 > 0 = cos(x) <2 v
cos(x) > 1. Quindi nessuna soluzione
a) tan*(x/2) — sinz(x/Z) 1 <05 b) sin(2x) — cos(2x) +1<0
a) 1 —cos(x) — Y4 - [1 — cos*(x)] — 1 — cos(x) > 0, x # T = cos*(x) — 4cos(x) — 1 >0 = cos( )< 2-5
= 0<x<cos™ (2—\/5)\/272'—c0s"' (2—\/5) <x<2r;

b) 2sin(x)cos(x) — 1 + 2sin*(x) + 1 <0 = sin(x) - [cos(x) + sin(x)] <0 = 0 <x <m/4 v <x<Tn/4.

1++/41
1 =

Esprimere mediante i lati, le seguenti funzioni goniometriche, in un triangolo rettangolo.

a) sin(B/Z), b) cos(B/Z), c) tan(B/2); d) sin(2B); e) cos(2P); 1) tan(2p)

1- cos 1- c/a a c
a) sm «/ = H

( ’1+cos \/+ /a a+c

( 1- cos \/1 cla a-— c

c) tan = 1/
1+c0s l+c/a a+c a’—c?

d) Sm(2,6’ 2szn cos 2bc ;
a

b) cos

b b
)

2
C
)

e) cos(2ﬂ)=cos2(ﬂ)—sin2(ﬂ)=a oA

2tan(ﬂ) _ 2b/c _ 2bc
l—tanz(ﬂ) 1-b*/c* & —=b

f) tan(2ﬂ) =

Verificare la validita delle seguenti identita in un triangolo qualsiasi

144.

a)a’>= (b + c)*>—4bc - cos*(a/2); b) (a—b+c)- (a+ b —c)=4bc - sin*(0/2)

a) Per il teorema di Carnot: a> = b> + ¢* — 2bc - cos(a) = b> + ¢ + 2bc — 2bc - [1 — cos(a)] = (b + ¢)*—
2bc - 2cos*(a/2) = (b + ¢)* — 4bc - cos*(0/2);

b) a®>— (b — ¢)* = (per ilpunto a) (b + ¢)* — 4bc - cos*(a/2) — (b — ¢)* = 4bc — 4bc - cos*(0/2) = 4bc -
sin*(a/2).
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145. Provare le formule di Briggs-Retico: a) cos(aj = M 5 b) tan(gj \/ (p b) ( )

c p-(p-a)
b +c?

a) cos /1+cos 2bc \/2bc+b2+c -a’ b+c -a’ \/b+c+a b+c a)

4[?0 4bc
Dato che p— a_a+b+c b+c_ , facilmente si ottiene: cos( ] P (p a

2 b-c

b) tan 1—cos( a _b c (a—b+c)-(a+b—c)= (p=b)-(p—c)

L+cos(a b+c (b+c+a)-(b+c—a) p-(p-a)

146. Provare che in un triangolo qualsiasi si ha: tan r—p J = cot(gj- c=b
2 2) c+b

(7 ﬂj—cot( _'B_}/j-c_b:tan(sztan(MJ-ﬂz
2 2 c+b 2 2 c+b

(r+5)

_\//r_2Si”(7)Si”(ﬁ)+M—/f+sinz(7/)+sin2(
(7)Si”(ﬁ)+M— +sin’ (y)+sin* (B)— sin” = B)

l+23m
> c b
:\/Sinz(y)+sin2(ﬂ)—2Sin 7/ [szn —sin ,6’} :|sin(7/)—sin(ﬂ)|:ﬁ_ﬁ:c—b
sin2(}/)+sin2(ﬁ)+25in ;/ [sm +sin ﬁ] sin(7)+sin(ﬂ) i+i c+b
2R 2R

147. Provare che se in un triangolo si ha: b - cos(B) = c - cos(y), allora il triangolo ¢ isoscele di base a o
rettangolo di ipotenusa a.
La condizione sufficiente ¢ banale. Se b=c = B =y = b - cos(B) = c - cos(y); oppure se il triangolo ¢
rettangolo di ipotenusa a, allora ovviamente a = b - cos(B) = ¢ - cos(y). Passiamo alla condizione ne-
cessaria. Per il teorema dei seni: b - cos(B) = ¢ - cos(y) = c¢ - sin(PB)/sin(y)- cos(B) = ¢ - cos(y) = sin(p)-
cos(P) = sin(y) - cos(y), per la formula di duplicazione: sin(2p) = sin(2y) = 2B =2y v 2 = 180° — 2y
= B=7Vv P=90°-1,che ¢ la tesi.

Verificare la validita delle seguenti identita in un triangolo qualsiasi, in cui S indica ’area, p il semipe-

rimetro, r il raggio della circonferenza inscritta, R il raggio della circonferenza circoscritta. Ricordiamo

che r =S/p e R = abc/(4S).

148. a) S =p?- tan(o/2) - tan(B/2) - tan(y/2); b)r=(p —a) - tan(a/2) = (p — b) - tan(B/2) = (p — c) - tan(y/2)

JMN p-a)-(p—c) (P<a](p=b) _
Y < ppt) (=g

:§.\/(P a)- (Ppb)'(P—C —Jp-(p-a)-(p-b)-(p-c) =S
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p- b p c) \/ p( (p- b) (p-c) s .

b) (p—a ( =—=r, analogamente si
provano le altre due.

a) r =4R - sin(a/2) - sin(B/2) - sin(y/2); b) p - S = abc - cos(o/2) - cos(B/2) - cos(y/2)

abc_J(p—b)'(p—C)_(p—a)~(p—0)_(p—a)-(p—b):(p—a)-(p—b)-(p—c):

2) S bc ac ab S
_p(p-a)(p-b)(p-c)_ §* _
S-p Aop
b) abc-\/p'(é’c_a)-p'(fc_b)-p'(fb_c) =p-(p-a)-(p-b)-(p—c)=p-S

Applicare il risultato dell’esercizio svolto nel box Lavoriamo insieme alla terna (3, 4, 5), deter-
minando I’altra terna e le misure degli angoli acuti dei due triangoli.
(2-3-4,4% 3% 5%) = (24, 7, 25) ed effettivamente 24% + 7% = 25%; B1 = tan '(3/4) = 36°52'12"; 1 =
tan'(4/3) = 53°7'48"; Bo = tan ' (24/7) ~ 73°44'23" = 2B1; y2 = tan '(7/24) ~ 16°15'37".
Provare questo risultato di Viéte: se (B, D, A) ¢ una terna pitagorica e le quantita sono tutte posi-
tive, allora anche (3BD?* — B3, D? — 3B?D, A%) ¢ pitagorica e quest’ultimo triangolo ha un angolo
acuto triplo di uno di quello di partenza. Bisogna usare la formula di triplicazione della tangen-
te.
(3BD? - B*)* + (D* — 3B°D)? = B%+ 3B*D*+ 3B>D*+ D% = (B*+ D%’ = (4*)*.
2tan ( p )
—————~—+tan
tan(2ﬂ)+tan(ﬁ) 1—tan’ (ﬁ) ('B) tan(ﬂ)-[tanz (ﬂ)‘ﬂ

l‘an(?’ﬁ):l_ﬂm(Zﬁ)mn(ﬁ):1_ 2tan(IB) tan(ﬂ): 3tan2(ﬂ)_1 =

1—tan’ (ﬁ)

B/D-[B2 / D* —3] 3BD2 B
= 2 12 =lan (ﬂ')
3B° /D" -1 —-3B°D
Applicare il risultato dell’esercmo precedente alla terna (5, 12, 13), determinando I’altra terna e
le misure degli angoli acuti dei due triangoli.
(3-5-122-5% 12> -3.52- 12, 13%) = (2035, 828, 2197); B1 = tan '(5/12) = 22°37'12"; y1 = tan"'(12/5)
~ 67°22'48"; Bo = tan '(2035/828) ~ 67°51'35" ~ 3B1; 12 = tan (828/2035) ~ 22°8'25"

Risolvere i seguenti problemi in cui vi é da impostare e risolvere un’equazione in cui sono da applicarsi
SJormule di duplicazione e/o bisezione

153.

154.

155.

156.

Con riferimento al problema risolto nel box lavoriamo insieme, determinare il perimetro del
trapezio.

Per il teorema di Carnot i lati obliqui misurano: \/2r2 -[l—cos(a)] =2r- I_%S(a) = 2r-sin(%j;

la base minore: \/Zrz [1-cos(z—2a)]=2r-[l+cos(2a) = 2r-cos(a), pertanto il perimetro misu-
ra: 2r - [1 + 2sin(o/2) + cos(a)].
In un triangolo si ha: cos(2a) = %, cos(2B) = 7/8, a = 10. Determinare la misura di b.

1 — 2sin*(a) =% = sin(a):g; 1 - 2sin®*(B) = 7/8 = sin(B) = Y4 = b=i~10-i=5\/§.

A2

In un triangolo si ha: sin(a. + B) = 5/7, sin(2y) = 11/15. Determinare cos(y).
sin(o. + B) = sin(y) =5/7; 2 - 5/7 - cos(y) = 11/15 = cos(y) = 77/150.

In un triangolo si ha: cos(a + B) =—3/8, sin(2y) = 8/13. Determinare sin(y).
cos(y) =3/8, 2 - sin(y) - 3/8 = 8/13 = sin(y) = 32/39.
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Oppure sin(y)=sin(a+B)=1-(-3/ 8)2 =§. I risultati non coincidono, quindi i dati sono in-

coerenti. Del resto se conosciamo o + 3 conosciamo anche y e 2.

Trovare le lunghezze dei segmenti che le bisettrici del triangolo i cui lati sono lunghi 3, 5 e 7 uni-
ta, intercettano sul triangolo stesso.

Vogliamo usare il risultato del Teorema 8, pertanto dobbiamo determinare i coseni degli angoli meta.
5+7°-3" 13 55 -7"+3" 1 -5+77+3% 11
——=—j;co8(f)=————=——sco0s(y)=—————=—, da
2-5-7 14 (ﬂ) (7/) 2-3.7 14

Abbiamo:  cos(a)=
2-5-3 2
1+ 13
cui: cos (%J ——14 = %;cos (g] = %;cos(z) = ﬂ , applichiamo le formule del Teorema 8:

2 2 14
321 1 5\7
, _2-35- 1 —Sﬁ-b _2-15-5_15'13 _2-21-—14 _3ﬁ
= = :b, = =—:p = =

¢ 12 4 8 g8 ¢ 10 2
Calcolare I’area di un triangolo di lati lunghi 5, 7 e 9.

. 21 11 21411
Basta usare la formula di Erone: p=(5+7+9)2=212= S= ?E%%:T\/_

Si consideri un punto M su un quarto di cerchio di raggio 1 cm, con centro O ed estremi 4 e B.
Siano P e Q le proiezioni di M su OA e OB, determinare i valori che deve assumere 1'angolo

POM , in modo che il rettangolo OPMQ abbia area compresa tra 0,37 e 0,45.

P
A

Deve essere: 0,37 < sin(x)cos(x) < 0,45 = 0,74 < 2sin(x)cos(x) < 0,90
= 0,74 < sin(2x) < 0,90 = 2x deve stare fra 1 valori approssimati: (47°43'53"; 64°9'29"), quindi x sta
fra = 23°51'57" e = 32°4'45".

Determinare in quale intervallo varia la misura dell’angolo acuto maggiore di un triangolo ret-
tangolo di ipotenusa lunga 8,58 e di area compresa tra 13,12 e 14,38.

L’area & ¥ bc = - 8,58 sin(x) - 8,58 cos(x) = Y4 - 8,582 sin(2x), con x misura dell’angolo acuto cerca-
to. Deve percid essere: 13,12 < Y - 8,582 sin(2x) < 14,38 = 0,71 < sin(2x) < 0,78, valori ovviamente
approssimati, da cui: = 22°37'3" <o <= 25°37'49"

In un triangolo ABC I’angolo di vertice C ¢ la meta di quello di vertice B; BC =3, BH e CK sono

altezze. Determinare £4CB in modo che si abbia ﬁz +3.CK =9.

9sin’(x) + 9sin(2x) = 0 = sin’(x) + 2sin(x)cos(x) — 1 = 0 = sin*(x)
+ 2sin(x)cos(x) — sin*(x) — cos*(x) = 0 = cos(x) - [2sin(x) — cos(x)] 0 = 2tan(x) — 1 =0 = x =
26°33'54".
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In un triangolo ABC si ha: 2-BCA= ABC,E:.’), BH e CK sono altezze. Determinare
I’ampiezza di BCA in modo che sia BH +CK=5.

9sin?(y) + 3sin(B) = 5 = 9sin*(y) + 3sin(2y) — 5 =0 = 9sin’(y)
—1++/6

+ 6sin(y)cos(y) — 5sin*(y) — 5cos*(y) =0 = 4tan’(y) + 6tan(y)—5 =0 =tan(y)= (non con-

sideriamo la soluzione negativa perché fornisce angoli ottusi) = y = 25°47'17"
In figura DP’area evidenziata, compresa fra i due settori circolari si chiama lunula.

E Determinare I’area di tale figura in funzione dell’angolo 0 misurato in radianti,
sapendo che il minore dei due raggi ¢ lungo 1 unita.

Troviamo I’area, togliendo dall’area del settore circolare di centro O, angolo al centro 26 e raggio 1,
I’area del triangolo isoscele ABO e quella del segmento circolare di corda AB relativo al cerchio di
centro O', angolo al centro 0. L’area di un settore circolare di angolo al centro x, in radianti, e raggio ,
vale Y r’x; quella di un segmento circolare: % 7? [x — sin(x)]. Intanto troviamo la misura di O'B:

55 BC - sin(@) _2Wcos(9/2)
Sm(t9/2) Sin(9/2)_ W

Yo - 20 — Y5 - 5in(20) — Y5 - [0 — sin(0)] - 4cos*(0/2) = 0 — sin(0)cos(0) — [0 — sin(0)] - [1 + cos(0)] =
si{Qyeosthy 01 szn(@) 0 cos(0) + sin@eost6) = sin(0) — 0 cos(0).
Il triangolo isoscele ABC ha i lati obliqui che misurano \/§ e la base che misura almeno 3. Quan-

to misura al minimo I'angolo al vertice?
Gli angoli misurano o, o e 180° — 2a., quindi si ha:

B 3 0 :>f_\/§sin(2a)>3 2\/§Mcos(a)>3
Sin(a) B sin(180°—2a) B sin(a) - sinke

B

:>cos(a)Ziz—:>0°<a330°:>180°—2a2180°—60°=120°

23 2

Di un triangolo ABC si sa che I'angolo di vertice 4 misura il doppio di quello di vertice B e che i
lati BC e AC misurano rispettivamente 11,41 e 7,32. Determinare la misura del lato incognito e
degli angoli.

11,41 2 11,41 2
. = 7.3 = . = 7.3 = cos(B) = 11,41/14,64 = B = 38°47'49" = a =

sin(2B)  sin(B)  2si cos(f3) M
77°3538", y & 63°36'33", ¢ ~\[1L41° +7,32° ~2-11,41-7,32- cos(63°36'33") = 10,47

Un trapezio ¢ inscritto in una semicirconferenza, con la base maggiore coincidente con il diame-
tro. Dopo avere provato che il trapezio ¢ isoscele, determinare la misura dell’area mediante il
raggio della circonferenza e uno degli angoli adiacenti alla base.

=2cos(60/2). Adesso calcoliamo I’area cercata:
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Con semplici ragionamenti si prova che gli angoli ugualmente segna-
ti in figura sono fra loro uguali, quindi il trapezio ¢ isoscele. La sua area ¢ somma delle aree dei tre
triangoli in cui & diviso dai raggi, quindi: 2 - {2 sin(180° — 2a) + sin[180° — 2 - (180° — 2a)]} = Y5 7?
- [2 sin(2a) + sin(4o — 180°)] = V2 12 - [2 sin(2ar) — sin(da)] = 1 - sin(2a) [1 — cos(2a)]

Provare che se in un triangolo si haa =4, b =5, ¢ = 6, allora si ha y = 2a.

_16+25-36 1 _—16+25+36 3

Per il Teorema di Carnot: cos(y) 0 g;cos(a) 0 "1’ ora: cos(2a) = 2 -

9/16 -1=9/8-1=1/8.

In figura
tro 2r, determinare la misura di AD.

CD ¢ tangente alla semicirconferenza di diame-

La retta ¢ tangente alla circonferenza quindi il triangolo OCD ¢ retto in C, DOC =2a perché angolo
al centro che insiste sullo stesso arco su cui insiste I’angolo alla circonferenza o. Si ha:

1D - 10+ 0D = rs ” :r-[l+cos(2a)}:2r-cosz(a)
cos(Za) cos(2a) cos(2a)

Sia M un punto su una semicirconferenza di centro O e diametro AB =2, determinare /MAB in
modo che, tracciato il raggio OP parallelo ad AM, si abbia AM +2-MP" =3.

A ¢ facile mostrare che tutti gli angoli segnati sono uguali, la misura

comune la indichiamo con x, infatti quelli di vertici 4 € M sono angoli alla base di un triangolo isosce-

le, mentre BOP ¢ angolo corrispondente di 4 rispetto alle parallele tagliate dal diametro. Infine BOM
¢ angolo esterno del triangolo AMO e quindi misura 2x, percid anche POM =x. A questo punto
’equazione diviene: 2cos(x) + 2 [2sin(x/2)]* = 3 = 2cos(x) + 8sin*(x/2) = 3 = 2cos(x) + 4 - [1 —
cos(x)] =3 = cos(x) =2 = x = 60°.

In una semicirconferenza di diametro AB =2, condurre una corda AC, quindi la corda AD che
biseca I’angolo BAC . Determinare /B AC in modo che sia: AC+AD=3,75.

p
(@] ]
m

Indichiamo con 2x la misura di BAC , Abbiamo: 2cos(2x) + 2cos(x)
276 -1
4
Come il precedente, determinare /B ACin modo che sia 2,75 < AC+ AD < 3,60.

11/4 < 4cos?(x) + 2cos(x) < 18/5 =

= 3,75 = 4cos*(x) + 2cos(x) = 23/4 =0 = cos(x) = = x = 12°54'15" = BAC =~ 25°48'30".
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1423 231 23 -1

COS(X)<— 4 VCOS()C)> 4 COS(X)> 4 2\/5_1 \/E—S
= = <cos(x)<—:>
5-./385 385-5 3855 4 20
——<COS(X)<— 0<COS(X)<—
20 20 20

Si ottengono valori compresi tra ~ 43°1'26"e = 51°58'25"
Un punto X appartiene a una circonferenza, AB ¢ una corda lunga 3, della stessa circonferenza

scelta in modo tale che sia /BAX =45°. Prolunghiamo 4B dalla parte di B in modo da ottenere
il segmento BC uguale ad 4B. Determinare /BXA in modo che sia X4 =2XC .

Intanto osserviamo che per il teorema della corda: si ha: 3 = 2r sin(x) = r
9sin’ (135°—x) .

= 3/[2sin(x)]. Da cui: XA~ =4 -sin® (135°—x) = 4

——  .sin*(135°—x) = ;€
4sin® (x) ( ) sin’ (x)
. 2 o_ . o_ .2 o_ .2 _ . ot o_
S o _ 9sin .(1235 x)+62_2_3s1n(.135 x)_6.cos(450):9sm (135°—x)+36sin (x)2 18+/2sin(x)-sin(135°-x)
sin® (x) sin(x) sin® (x)

Infine: 9sin®(135° — x) = 18 sin*(135° — x) + 72 sin’(x) — 36«/5Sin(x) - sin(135° — x) = sin*(135° — x)
+ 8sin(x) — 42 sin(x) - sin(135° — x) = 0 = [N2 2cos(x) + N2 /2sin(x)]? + 8sin*(x) — 42 sin(x) -
[\/5 /2cos(x) + 2 12sin(x)] = 0 = Yacos*(x) + Yasin®(x) + sin(x)cos(x) + 8sin*(x) — 4sin(x) - cos(x) —
4sin®(x) = 0 = 9sin’(x) — 6sin(x) - cos(x) — cos*(x) = 0 = 9tan’(x) — 6tan(x) — 1 = 0 =
tan(x) = # =x =~ 38°49'30"

Nel triangolo ABC, Ez6,23cm,ﬁ':3,l4cm. Sapendo che Z/ABC=2-/BAC , determinare le
misure degli angoli. (Servono le formule di triplicazione)

Sia ZBAC = x, per il teorema dei seni: 3,14 sin(180° — 3x) = 6,23 sin(x) = 3,14 sin(3x) = 6,23 sin(x)
= 3,14 sinGe) - [3 — 4sin’(x)] = 6,23 sire) = 12,56sin’*(x) = 9,42 — 6,23 = sin’*(x) = 3,19/12,56 = ~
30°; 60°; 90°.

Determinare ’angolo alla base di un triangolo isoscele ottusangolo sapendo che il raggio del cer-

chio circoscritto ¢ di 2,83 cm, e che la differenza fra il doppio della base e il triplo dell’altezza ¢
di 4,35 cm.
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AC = 2R sin(180° — 2x) = 2R sin(2x) = 4R sin(x)cos(x);

EJ:A—; tan(x) = 2R sin*(x). Da cui: 8R sin(x)cos(x) — 6Rsin’(x) = 4,35 = 22,64 sin(x)cos(x) —

16,98sin*(x) = 4,35 = 21,33tan’(x) — 22,64tan(x) + 4,35= 0 = x ~ 14°8'27" 0 ~ 38°59'22".
Un cono retto ¢ inscritto in una sfera di raggio R, determinare I’ampiezza della sua apertura in
modo che la sua superficie laterale sia 3/2nR>.

Consideriamo la sezione piana in figura: I raggio del cono misura, usando il
teorema della corda, R sin(2x); ’apotema 2R sin(90° — x) = 2R cos(x). Pertanto abbiamo: 4nR? sin(x)
cos*(x) = 3/2nR? = 8sin(x) — 8sin*(x) — 3 = 0 = [2sin(x) — 1] - [4sin*(x) + 2sin(x) — 3] =0 = x =30° v

x =~ 40°38'47"

Provare che se in un triangolo si ha a®> = b - (b + ¢), allora si ha: a. = 2.
2 2 2 2 2 2 2 2
P bt be— cos(a):b te—a ¢ —bc:c—b;cos(ﬂ):a +c —b" _betc :b+c.
2bc 2bc b 2ac 2ac 2a

Adesso: cos(2B) = 2cos*(B) — 1 =
2(b+cj2_1_2b2+cz+2bc_1_b2+c2+2bc—2a2 pacoo (BE)(c=b) cop
2a

e 2a° 2a’ 2b(b+e 2b
Se in un triangolo si ha y = 2a, determinare una relazione fra a, c e a.
Per il teorema dei seni: ¢ - sin(a) = a - sin(y); day =20 = : ¢ - sin(a) = a - sin(2a) = ¢ = 2a - cos(a).
Spiegare perché non ¢ possibile che in un triangolo si abbia: sin(2a) > 0, cos( +v) > 0.
cos(P +v) = — cos(a), quindi se cos(P +7) > 0 = cos(a) <0 = 2sin(a)cos(a) < 0 (dato che il seno di
angoli interni di un triangolo € sempre positivo).

Leggi della rotazione
Determinare i trasformati dei punti P rispetto alle rotazioni di centro C e angolo o indicati

179.

180.

181.

a) P=(0;0),C=(1;1),a=45°;b) P=(1;2), C=(0; 0), o =45°

2) x'=1—cc.)s(45°)+sm(45°):P'E(l;l_ﬁ);b) x'=c?s(45°)—2sm(45°):>P'
y'=1—szn(45°)—cos(45°) y'=sm(45°)+2cos(45°)

a)P=(-1;0), C=(0;0),a =30°b) P=(-1;-2), C=(0; 0), o = 150°

2 {x':—cos(30°)jP'E(_§;_1]; b) {x'z—cos(15()°)+2sm(150°):P'E{\BJJ;Z\E—IJ

y'= —sin(30°) 2 y'= —sin(150°)—200s(150°) 2 2
a)P=(2;-1),C=(0; 0),a=—45°b) P=(0;-1), C=(-1; 1), o =90°

V2 32
272
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2 {x' = 2cos(—45°) +sin(—45°) L ps (ﬁ_&} b) {x' =-1 +cos(90°) + 2Sin(90°)

P'=(1;2
y'=2sin(—45°)—cos(—45°) ’ ’ y'=1+sin(90°)—200s(90°) - ( ’ )

2 2
182. a) P=(1;0), C=(0;0),a =270° b) P=(1;-2), C=(1;-1), a = 60°

R {x':cos(270°)jpv5(0;_1);b) {x':1+sin(60°) ):P'E(2+\/§ 3}

y':Sin(270°) y':—l—cos(60° 2 ;_5

183. a) P=(0;2), C=(0;0), a =210° ¢c) P=(0;-2), C=(0; 0), o = 240°
x'=-2sin (210°) x'= 2sin(240°)
P'=(L;-VJ3);b P'=(—/3;1
2 {y'chos(210°) - ( ’ \/_)’ ) {y'z—Zcos(240°):> ( V3 )
184. a) P=(3;-2),C=(1;2),a=120°b) P=(-2;-1),C=(2; 1), o = 180°

x'=1+2cos(1200)+4sin(120°)
P=(243:4+13
) {y'=2+2Sin(120°)—4cos(1200):> (25:4+45)

b x'=2—4cos(180°)+2sin(180°)
) y'=1 —4Sin(1800) - 2005(1800)

Determinare le equazioni delle rotazioni delle seguenti coniche rispetto all’origine di angolo o. indicato

= P'=(6:3)

'

X —sin(a)

x':x-cos(a)—y-sin(a)

y' cos(a)
cos(a) —sin(a)

. - y':)C'Sil’l(a)+y-cos(0():x: =x"cos(a)+y"sin(a),
Troviamo le leggi inverse: sin(a) cos(a)

:co.s(a) X — _xsin(a)+ y*cos(a) = x:x-cos‘(a)er-sm(a)
Szn(a) y' y:—x'-sm(a)+y'-c0s(05)
185. a)x¥9 +)y?=1,a =45%b) x*/4 —y?=1, a =-45° ¢) x}/16 + y*/9 =1, a = 30°
V2,
)C:?(X—i-y) (X'+y')2 (_xv+yv)2 ~ o ' o ) ) B
a) & = T + 5 =1= (non scriviamo gli apici) 5x*— 8xy + 5" -9 =0
y=—(=x+y)
xzﬂ( '_y') (xv_ ,)2 (xv+ ,)2
b) 2 VY)Y 326y 32+ 8 =0;
2 8 2
y=—(x"+y")
2
¢) 5 =\3x/2+yY2 — 432~ 14BBxy + 577 — 576 =0
y=—x2+3y"2

186. a)y? —x*25=1,0=150°b) x* —y*=1, a =-135° ¢) y = x%, a. = 60°

—_BxY2+4 172

a) 17 324y — 112+ 26317+ 372 =50 =0
y=—x'/2—x/§y'/2
= \2x2-2y72

by 1° V212-2y — 2y 1=0;
y:\/zx'/2—\/5y'/2

c :>x2+2\/§xy+3y2+2\/§x—2y20

x=x'/2+\/§y'/2
)

y=—x/§x'/2+y'/2
187. a)y=-x%,a=-330°%b)x=2>-1,a=-60°;¢) y=x*—x+ 1, a = 150°
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x=\/§x'/2+y'/2
)
y :—x'/2+«/§y'/2
X =x'/2—\/§y'/2
=
y:x/gx'/2+y'/2
X :—\/gx'/2+y'/2
c)
y= —x'/2—x/§y'/2
Tenuto conto degli esercizi precedenti, possiamo dire che I’equazione di un’ellisse canonica ruo-
tata attorno all’origine si riconosce da quale particolarita?
Considerando gli esercizi 184a) e 184c) possiamo dire che manca dei termini in x € y.
L’equazione di un’iperbole canonica ruotata attorno all’origine si riconosce da quale particola-
rita?
Stavolta sono gli esercizi 184b), 185a) e 185b) a dare la stessa conclusione precedente.

a = 3x2+2Bxy 12— 2x + 23y =0;

b)

=32 2B+ P+ QB Fx+2-2By+4=0

Equazioni lineari in seno e coseno

Risolvere le seguenti equazioni lineari in seno e coseno negli intervalli indicati

1.

a) 3sin(x) + cos(x) =—-2; x€[0°; 360°]; b) 2sin(x) — cos(x) = 2; xe[-3; 0]
6t+1—1
1+

—159°12'12" + k 360° v x = =57°39'59" + k 360° = x ~ 122°20'1" v = 302°20'1". Dobbiamo veri-
ficare che x = 180° non sia soluzione. 3sin(180°) + cos(180°) = —1. In effetti basta solo controllare
che b cos(180°) = c 0 b cos(w) = c.

b)4t—1+2-2-2P=0=F2—-4+3=0=tan(x/2) =1 v tan(x/2) =3 = x =7/2 + 2kn v = 2,50 +
2kn. x = m + 2kn anche se fosse soluzione non appartiene a [-3; 0].Non ci sono soluzioni
nell’intervallo dato.

a) 3sin(x) + x/gcos(x) =-3; xe[115°; 270°]; b) cos(x) — \/Esin(x) =1; xe[-20°; 525°]

a) Usando le formule parametriche: +2=0=>£+6t+3=0= tan (%j =3+J6=x~

a) (x/z—l)tz+2t—x/§—1:0:>tan[§j:—3—2x/5v1:> x ~—150° + k 360° v x = —90° + k 360° =

x =210° 270°; /3 cos(180°) # 1.
b) t2+x/§t:O:>tan(§j:0v—\/§:> x ~ —109°28'16" + k360° v x = k360° = x = 0° v

~ 250°31'44"v x = 360°. cos(180°) # 1
a) 3sin(x) + 4cos(x) = 2; xe[-1; 2]; b) sin(x) + cos(x) = 1/3; x€[2; 6];
¢) sin(x) + cos(x) + 1 =0; xe[4; 4]
+
)3 -3t-1=0=> tan(%j: 3_g/ﬁ =>x~-0,52+2knvx~1_80 + 2kt =x~0,52v=1,80; min

ogni caso non fa parte di [-1; 2];

+
b2 -3t-1=0= tan(§j=3_:l/ﬁ =>x~-055+2knvx~212 +2kn = x~2,12 v ~574;

cos(m) # 1/3.
c)t+1=0=x=-n/2 +2kn = x =-n/2. cos(£n) = —1, quindi anche x = £7 sono soluzioni.
sin(x +12°) + 2cos(x + 12°) = 1; x€[220°; 410°]
32 -2t—1=0=tan(x/2 +6°) =-1/3 v 1 = x/2 + 6° ~ —18°26'6" + k 180° v/ x/2 + 6° = 45° + k 180°
= x ~ —48°52'12" + k 360° v x = 78° + k 360°= x = 311°7'48". Dobbiamo sempre controllare se ¢
soluzione il valore di x che fa si che ’argomento valga 180°, in questo caso x = 168°: 2cos(168° +
12°) # 1.
6sin(3x +27°) — Tcos(3x + 27°) = 0,715 x€[100°; 420°]

36



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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6,29£ + 12t — 7,71 = 0 = 3x/2 + 13°30' = —67°30'32" + k 180° v ~ 26°54'28"+ k180° => x ~ —54°21"
+ k£ 120° v x = 8°56'18" + k 120°= x = 128°56'18" v = 185°59'38" v = 248°56'18" v ~ 305°59'38" v
~ 368°56'18". 7cos(180°) # 0,71.
3sin(4x + 2°) — Tcos(4dx + 2°) =—0,25; xe[-40°; 200°]
7252 +6t—6,75=0=>2x + 1° ~ 55°39'31" + k 180° v ~ 32°27'36" + k 180° = x ~ —28°19'45" + k
90° v x = 15°43'48" + k90° = x = —28°19'45"v = 15°43'48"v =~ 61°40'15" v x = 105°43'48" v x =
151°40"15" v x = 195°43'48". Tcos(180°) #—0,25.
sin(2x — 4°) + 3cos(2x — 4°) = 0,31; x€[250°; 542°]
331£2 -2t —2,69=0 = x — 2°~ —32°58'11" + k 180° v ~ 51°24'17" + k 180° = x ~ —30°58'11" + k
180° v = 53°24'17" + k 180°= x = 329°1'49"v =~ 413°24'17"v = 509°1'49". 3cos(180°) # 0,31;
4sin(4x + 25°) — 3cos(4x + 25°) = 0,75; xe[15°; 550°]

-16£+/391
9

22°44'54" + k 180° = x =~ —44°1121" + k90° v x =~ 5°727" + k90°, 1 <k < 6. 3cos(180°) £ 0,75.
sin(2x + 35°) + 2cos(2x +35°) + 2 =0; xe[-100°; 100°]

t+2=0=tan(x + 17°30") = 2 = x + 17°30' = —63°26'6" + k£ 180° = x = —80°56'6" + k 180° = x
~—80°56'6"v =~ 99°3'54". 2c0s(180°) +2 =0 = 2x + 35°=180° = x = 72°30' ¢ soluzione.

sin(5x — 2) + 6cos(5x —2) =0,21; xe[1; 4]

6,212+ 2t+5,79=0= 5x/2 -1 ~—0,69 + kn v ~ 0,85 + kn = x ~ 0,12 + 2kn/5 v ~ 0,74 + 2kn/5 =
x=1,38v=2,00v~=264v=325v~3,89.6cos(m)+#0,21.

sin(3x + 2) + 4cos(3x + 2) = 0,75; xe[-1; 2]

4+./263
19

9% +32t - 15=0 = tan(2x+12°30')= =2x + 12°30" = —75°52'42" + k 180° v =

199-8t-13=0= tan(%erlj: = 3x2+1=-057+knv=082+kn=x~-0,12+

2kn/3 v =—1,05+2kn/3 = ~—0,12 v= 1,04 v~ 1,97. 4cos(n) #0,75.

sin(x +12) + 2 cos(x + 12) =—0,59; xe|[3; 4]

1,412 -2t+259=0=x/2+6~—0,69 + kn v~ 1,15+ kn = x ~ —13,38 + 2kn v = —9,70 + 2kn. Non
ci sono soluzioni nell’intervallo considerato. 2 cos(m) # —0,59

cos(x + m/4) — cos(x — m/3) — cos(x) =—0,1; xe[-2; 5]

(V243 sin(x) +(3-+2 ) cos (x) = 0,1=0 = (1052 =31)¢” +20(3 ++2 )t =1052 +29 =0 =

tan(x/2) = 0,22 v =396 > x~ 043 +2kn v= 1,45+ 2kn > x~ 043 v~ 145 x=n+knnon ¢
soluzione.
sin(x + ©/3) + cos(x — m/6) = 1; x € [-2; 3]

sin(x)+x/§cos(x)—1:O:>(1+x/§)t2—2t+1—x/§=0:>tan(§):\/§—2vl = x = -—7/6 + 2kn v

/2 + 2kn = x=-m/6 v n/2. x = 7 + kn non € soluzione.
cos(x + m/4) — cos(x) + sin(x) + 0,25 = 0; xe[-3; 1]

(4=2v2)sin(x)+(2V2 —4)cos (x) +1=0=> (5-242)* ~4(V2 -2)r ++242-3=0= tan(x2) =~

-1,L15v=~=0,07=>x~-1,71 +2kn v =0,14 + 2kn => x~—1,71 v~ 0,14. x =t + kn non ¢ soluzione.
sin(x + m/3) — sin(x) — 3cos(x) — 0,23 =0; x € [1; 4]
sin(x)+(6—x/§)cos(x)+0,46:0:> tan(x/2) = 0,88 v~ 1,41 = x~=—1,44 + 2kn v = 1,91 + 2kn =

x~1,91. x=n + kr non & soluzione.

Sotto quale condizione sui parametri a, b e c, I’equazione a - sin(x) + b - cos(x) + ¢ = 0, ha come
una delle sue soluzioni x = v + 2kn?
a-sin(m+2kn)+b-cos(n+2kn)+c=0=>-b+c=0=b=c.

Con riferimento al precedente quesito, in che relazione sono a e b = ¢, se x =1 + 2km ¢ 'unica so-
luzione?

a - sin(n + 2kn) + b - cos(n + 2kn) + b =0 = 0 =0, che effettivamente ¢ soluzione. Vogliamo pero che
sia I’unica soluzione. L’equazione a - sin(x) + b - cos(x) + b =0 diventa a - tan(x/2) + b = 0 = tan(x/2)
= —bla, x = tan”'(~b/a) + 2kn, quindi non & possibile che l'unica soluzione sia x =  + 2km.
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Dimostrare che I’equazione sin(x) + cos(x) = a, ammette soluzioni solo se —\/5 <a< \/5 .
Con le formule parametriche 1’equazione diventa: 2t + 1 -~ —a—aff=0= (a+ )*—2t+a—-1=0,
che ha soluzioni solose A/ld=1—(a*-1)=2-a*>>0= —/2 <a<\2

Risolvere i seguenti problemi

20.

21.

22.

23.

24.

Sia M un punto su una semicirconferenza di centro O e diametro 4AB. Determinare il valore
dell'angolo MAB in modo che sia AM +4BM =4A4B.

A_Bcos(x) + 4A_Bsin(x) =44AB= 4sin(x) + cos(x) — 4 = 0 = Stan*(x/2) — 8tan(x/2) + 3 = 0 =
tan(x/2) =3/5v 1=0=x=61°55'39" v 90°, ovviamente la seconda soluzione non ¢ accettabile.

Il lato AB di un triangolo ABC ¢ lungo 5. Si tracci una semiretta di vertice 4 interna al triangolo,

sia D la proiezione di B sulla detta semiretta. Determinare la misura di DAB in modo che sia
AD+2BD =2A4B.

5cos(x) + 10sin(x) = 10 = 2sin(x) + cos(x) — 2 = 0 = 3tan’(x) —
4tan(x/2) +1=0= tan(x/2) = 1/3 v tan(x/2) = 1 = x = 36°52'12" v x = 90° (non accettabile).

Dato un cerchio di raggio che misura r, si consideri su di esso una corda 4B uguale al lato del
triangolo equilatero inscritto nella circonferenza. Dato un punto P sull’arco maggiore AB, de-

terminare ~PAB in modo che sia AP+ PB=2r.

2r sin(120° — x) + 2r sin(x) = 2r = \/§/2cos(x) + % sin(x) + sin(x) — 1
=0 = + 3sin(x) + 3 cos(x) -2 =0 = (J5+2)ran2 (x/2)=6tan(x/2)=3+2=0=>x~ 5°15'52" v
~ 114°44'8"

Sia P un punto sull'arco 4B, quarta parte di un cerchio di centro O e raggio r. Determinare
ZAOP in modo che I'area del quadrilatero NOMP (M e N punti medi di 04 e OB) sia 5r*/16.

Dividiamo il quadrilatero in due triangoli mediante il raggio OP, la sua area
misura: ¥ /2 - 7 sin(90° — x) + Y2 /2 - r sin(x) = Ya 1* - [cos(x) + sin(x)], quindi I’equazione risolutrice
4+7

& cos(x) + sin(x) = 5/4 = 9tan*(x) — Stan(x/2) + 1 =0 = tan(x/2) :T = x = 17°6'52" v =

72°53'8".
Si consideri un punto P su un quarto di cerchio di raggio 1 cm, di centro O ed estremi A e B. De-

terminare i valori che deve assumere 1'angolo COP = x , in modo che il quadrilatero OCPB, con
C punto medio di OA, abbia area maggiore di 0,42.
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Ripetendo quanto visto nel precedente: Y2 cos(x) + Y4 sin(x) > 0,42 =
sin(x) + 2cos(x) — 1,68 > 0 = 3,68tan*(x/2) — 2tan(x/2) —0,32>0 = = 67°51'37" <x <90°

I due segmenti OA e OB sono fra loro ortogonali e lunghi rispettivamente 3,26 cm e 3,56 cm. Sia
P un punto interno all’angolo tale che sia OP = OA. Determinare ZAOP in modo che si abbia

2PE +3PF =30B, in cui PE ¢ la distanza di P da OB e PF la distanza di P da OA. Ci sono dati
inutili?

2 - 3,26 cos(x) + 3 - 3,26 sin(x) = 3 - 3,26 = 2cos(x) + 3sin(x) = 3 = Stan*(x/2) —
6tan(x/2) + 1 =0 = tan(x/2) = 1/5 v 1 = x = 22°37'12", non accettiamo la soluzione x = 90°. Le mi-
sure di OA4 e OB non le abbiamo usate.

Nel triangolo ABC, rettangolo in B, I’angolo acuto di vertice C ¢ di 30°. Tracciata la semicircon-
ferenza di diametro BC, esterna al triangolo, sia su di essa un punto P e sia Q ’intersezione della
perpendicolare per P a BC con l’ipotenusa AC. Determinare Z/PCB in modo che si abbia

CO+QP=2CP.

B Per il teorema dei seni:
C_Q Q_P cpP — 2C_P-c0s(x) — ZCP-Sin(30°+x)
sin(90°—x) sin(30°+x) sin(60°) =0 \/5 0 \/g

2cos (x) N 2sin (30° + x)
V3 3

=0 = x/gsin(x) + 3cos(x) - 2\/5 = 0 = 3sin(x) + 3 \/gcos(x) -6 = 0 =

(3\/§+6)tan2 (x/2)—6tan(x/2)+6—3x/§=0 =>A=0=tan(x/2) =2 — \/g = x = 30°.

Sia il triangolo rettangolo ABC con angoli acuti di 60° e 30° e I'ipotenusa BC lunga 4,90 cm. Per

A, conduciamo una retta s esterna al triangolo e siano B’ e (' le proiezioni ortogonali di B e C su

di essa. Determinare le misure dei due angoli che i cateti formano con s, sapendo che il perimetro
del trapezio BCC'B’' ¢ 14 cm.

L’equazione risolvente diviene: =2= cos(x) + % cos(x) + NE) /2sin(x) — NE)
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B

NE) 4,90

E:4,90-70m =2,45\/§cm;E: 2 cm=2,45cm ,

quindi I’equazione risolvente ¢: 4,90 + 2,45 \/g [cos(x) + sin(x)] + 2,45 [cos(x) + sin(x)] = 14 = 2,45 -
(V3 + 1) sin(x) + 2,45 - (+f3 + 1) cos(x) — 9,10 = 0 = x ~ 29°50" v ~ 60°59'10".
Un trapezio rettangolo ha basi lunghe 2,74 cm e 8,75 cm. Determinare la misura del suo angolo
acuto in modo che il perimetro sia lungo 25,81 cm.

A D

T N C
B ~ 12,74 + 8,75 + (8,75 — 2,74)/cos(x) + (8,75 — 2,74)tan(x) = 25,81 =
6,01sin(x) — 14,32cos(x) + 6,01 = 0 = 20,33 tan*(x/2) +12,02 tan(x/2) — 8,31 = 0 = tan(x/2) = -1 v
16,62/40,66 = x = 44°27'54"

Due semicirconferenze di diametri uguali 4B e BC, sono tangenti esternamente in B. Presi i pun-

ti D sulla prima ed E sulla seconda in modo che CBE =45°. Calcolare la misura di DBA in modo
che sia 2BD+3ED =4A4B.

A® A c

Riferendoci alla figura chiamiamo per esempio ZDBA=x
avremo: ZCBE =180°— (45° + x) =135°—x. Quindi sfruttando il fatto che 1 triangoli ADB e BEC so-

no rettangoli abbiamo: 2BD+3EC =2A4B=>2AB-cos(x)+3BC-sin(135°~x)=4AB, tenuto conto
che AB=BC I’equazione diviene: 2cos(x) + 3sin(135° — x) = 4 = 2cos(x) + 3sin(135°)cos(x) -
3cos(135°)sin(x) =4 =

2cos(x)+3gcos(x)+3gsin(x)—4 =0= <4+3\/5)cos(x)+3\/zsin(x)—8 =0
E’ un’equazione lineare non omogenea che si risolve per esempio usando le formule parametriche:

2
4132 T 3 r 2 g0 443VE(443v2) P 164288 =0 =
1+ 1+

:>(12+3J§)t2 —6J§z+4—3ﬁ=0:>(12ﬁ+6)t2 —12t+4J§—6=0:>(6J§+3)z2—6t+2ﬁ—3=0:>

:>tan(fj— Sim_ 3im - ~0.55
2 4W2+3 4243 ~-0.027

Ovviamente non accettiamo la soluzione negativa perché fornisce un angolo ottuso. Quindi: x = 2 -
tan'(0.55) ~ 57°37'18"
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Dato un settore circolare in cui ’angolo al centro AOB ¢ di 120°, determinare la misura di A0C R
con C un punto dell’arco 4B, tale che il rapporto fra i perimetri dei triangoli AOC e COB sia 3/5.

B _—
\ / : \
\u
X | A

° Indichiamo con x la misura di 40OC, quindi usando il teorema della corda per de-
2r+2r-sin(x/2) 3 )

=—= 5 + Ssin(x/2) = 3 +
2r+2r-sin(60°-x/2) 5

terminare le misure di AC e BC, otteniamo:

3s5in(60° — x/2) = 2+ 55in(x/2) —%cos(xﬂ) —%sin (x/2) =0= T7sin(x/2) -3 \/gcos(x/Z) +4=0

14t 33-(1-7)
1+ 1+
= x = 9°15'42".
Il trapezio rettangolo ABCD ha retti gli angoli di vertici 4 e D, la base minore AB e il lato obli-
quo BC sono lunghi rispettivamente 3 cm e 4 cm. Determinare le misure degli angoli non retti,
sapendo che il rapporto fra la somma delle basi e la somma dei rimanenti lati ¢ 7/8.
Chiamiamo x la misura dell’angolo acuto, abbiamo:

CcD 3+[3+4
3+C_D =Z:> +[ + ‘COS(x)] :Z:M=Z:> 12 + 8cos(x) = 7 + Tsin(x) = Tsin(x) —
44+ 4D 8 4+4S1n(x) 8 l+szn(x) 2

2
o 0= 14184825 52=0 =32+ 14— 13-0=
1+¢ 1+¢

+4=0:>(4+3\/§)t2+14t+4—3x/§=0:>tan£§jz0,081:> x/2 ~ 4°37'51"

8cos(x) - 5=0=

x) —7+2422
tan| — |=——
2 3

Sia d la misura della diagonale AC del rettangolo ABCD; determinare I’angolo che essa forma

con la base AB in modo che valga la relazione AB+2BC = \/gd .

~ )

= x/2 = 38°26'9" = x = 76°52'18", I’altro misura ~ 103°7'42"

(e Lt

A

— — Chiamiamo x questo angolo. Abbiamo:
AB+2-BC = \/g-d :d-cos(x)+2d-sin(x) :\/gd :>cos(x)+2sin(x)—\/§: 0

Usiamo sempre le formule parametriche:

42
oy 2 B=0=1-r a3 =0=

1+ 1+t
2442 2+\2

= (1+3)2 —4t+3-1=0=1= -

1+\/§ 1+J§

1+3 ~24°12'12"

Calcolare I’ampiezza 2x dell’angolo al vertice di un triangolo isoscele, dato il rapporto % tra
I’altezza relativa alla base e il perimetro.

Quindi: x=2tan_]£2i\/§J-<z102 39'59 (N'A')
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C

&

CH 1 cos(x) 1 .

—_— =—=>—F—=— = sin(x) + 1 -
2tan(x)-CH +2CH /cos(x) 4 = 2sin(x)+2 4

2cos(x) = 0 = sin(x) — 2cos(x) + 1 =0 => 3tan®*(x/2) + 2tan(x/2) — 1 = 0 = tan(x/2) = -1 v 1/39 = 2x
~ 73°4423"

E data una circonferenza di centro O e raggio lungo 3 cm, della quale sia AB una corda il cui

P mmmmm -

punto medio ¢ M. Determinare la lunghezza di tale corda in modo che sia AB+OM =20A.
A

B

OM appartiene all’asse di AB, come ¢ noto dalle proprieta della cir-
conferenza. Pertanto: I’equazione risolvente ¢ 6cos(x) + 3sin(x) = 6 = 2cos(x) + sin(x) = 2 =
2tan®(x/2) — tan(x/2) = 0 = tan(x/2) = V> => x ~ 53°7'48" = AB = 3,6 cm.
Il diametro AB di una semicirconferenza di centro O misura 6 cm e il quadrilatero ABCD in essa
—_2 —=2
inscritto ha il lato CD lungo 3 cm. Determinare /DOA , in modo che sia% =2.
+

CD misura quanto il raggio: il triangolo COD ¢ equilatero, quindi
[6sin (x/ 2)]2 + [6Sin (60° -x/ 2)]2

gli angoli di vertici O misurano quanto indicato in figura. 613 =2 =
+

2
36sin?(x/2) + 36sin*(60° — x/2) = 18 => 2sin’(x/2) + 2{? cos (gj —%Sin(gﬂ —1=0=2sin*(x/2) +
3/2cos¥(x/2) + Y5 sin*(x/2) — \/g sin(x/2)cos(x/2) — sin*(x/2) — cos*(x/2) = 0 = 3sin’(x/2) — 2«/§
sin(x/2)cos(x/2) + cos*(x/2) =0 = 3tan*(x/2) -2 \/gtan(x/2) +1=0= tan(x/2) = \/§/3 = x=060°.
Con riferimento al problema 19, stabilire se esso ha soluzioni, al variare del parametro reale k #
0, nel caso: a) AM +kBM =kAB;b) AM +kBM =4A4B.
a) ksin(x) + cos(x) — k=0 = (k+ Dtan*(x/2) =2k tan(x12) + k-1 =0=> N4 =k - (¥ -1)=1,
quindi ha sempre soluzioni, per ogni & ed esse sono: tan(x/2) = 1 (Non accettabile) e tan(x/2) = (k —
1)/(k+ 1), che va bene per ogni k # 1.
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b) k sin(x) + cos(x) — 4 = 0 = Stan*(x/2) — 2k tan(x/2) + 3 =0 => N4 =k - 15> 0 =

Ak —
k< —«/B vk> «/B , le soluzioni reali sono: fan (gj = k_kflS’ non sono accettabili 1 valori

2
per cui le soluzioni valgono 1, questo accade per k = 4 per la soluzione %, mentre

I’altra non vale mai 1. Per k£ = 4 otteniamo 1’esercizio 19.
Con riferimento al problema precedente, nel caso b) quando esistono due angoli soluzione?

Abbiamo visto che per k£ < ~J15v k=15 ,k # 4 1’equazione ha due soluzioni, perché vi siano gli an-

goli acuti devono pero essere due soluzioni positive, il che accade solo per &k > J15.
Con riferimento al problema 30 Se il rapporto ¢ &, per quali valori il problema ha soluzioni?

6+4
ﬂ:k: 6 + 4cos(x) = 4k + 4k - sin(x) = 4k - sin(x) — 4cos(x) + 4k — 6 = 0 =

4+4sin(x)
4kt 1=
IR +4k—6=0=4kt —4+4P +dk+ 4k - £ -6-62=0 = k- 1) +2kt+2k—-5=0

6J_S S6+\/i

= NA=12— (k- 1)(2k-5)=-3+ 12k-5>0= 3

E’ dato I’angolo retto xOy ed il punto P della sua bisettrice per il quale OP =1 condurre per P
una trasversale in modo che dette 4 e B le sue intersezioni con i lati Ox e Oy si abbia.

L ! — =2. Calcolare ZPAO.

Abbiamo: ZOPA=135°—x; ZBPO = 45°+ x; ZOBP =90° - x,

Sin(x) N Sin(90° —x)
Sin(45°) sin(45°)
sin(x) + cos(x) — N2 =0 = (N2 + Dian*(x/2) — 2tan(x/2) + N2 -1 =0 = tan(x/2) = 2 -1 = x =
45°.

:2:>«/5sin(x) + \/Ecos(x)—2 =0=>

da cui, usando il teorema dei seni:

1 1
Con riferimento al precedente quesito. Studiare la soluzione di > + 5 =k al variare di k> 0.

L’equazione risolvente & 2sin(x) + 2cos(x) — kN2 =0 = (kN2 + 2)tan*(x/2) — dtan(x/2) + k~[2 -2 =
2++/8-2k>
2+«/_ 2%k

0=>A4=8-2k2>0ek>0= 0<k<2. Inquesto caso le soluzioni sono: tan(;]

dobbiamo controllare che nessuna di queste soluzioni valga 1.

2+ /8—2k> \/—2 \/8 2k2

Siha: ——— =

2+\/5k

. 2-2 . .
luzione vale: EYE 0, quindi nessuna soluzione. Infine deve essere: 0 <k <2, k #v2.
+

=1= . Vediamo cosa accade per k = 2 , I’altra so-

E data la semicirconferenza di diametro AB lungo 2r e la semiretta ¢ tangente in B e giacente nel
medesimo semipiano della semicirconferenza rispetto alla retta AB. Dato su # un punto P, deter-

minare /BAP in modo che, detta Q ’ulteriore intersezione della retta AP con la semicirconfe-
renza, si abbia: 2BQ+3PQ =3BP.
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B

X

A B

2 - 2rsin(x) + 3 - [2r sin(x)] - tan(x) = 3 - 2r tan(x) = 2sin(x)cos(x) +
3sin®(x) — 3sin(x) = 0 = 3sin(x) + 2cos(x) — 3 = 0 = Stan*(x/2) — 6tan(x/2) + 1 =0 = tan(x/2) = 1/5 v
I =x =90°(NA) v =22°37"12"

Con riferimento al precedente quesito. Studiare la soluzione di 2BQ+3PQ =kBP al variare di k
> 0.

3sin(x) + 2cos(x) — k=0 = (k +2)tan*(x/2) — 6tan(x/2) + 2 — k=0 = A4 = tan(x/2)=1/5v1=x =
90° (NA) v ~ 22°37'12"

Nel trapezio ABCD rettangolo in 4 e D, ’angolo di vertice B ¢ di 60°. Dato un punto P sul lato
obliquo CB, determinare la misura di PDC in modo che si abbia DP+CP =2DC.

Per il teorema dei seni:
sin (x) 3 2DPsin (x) DC ~ DF sin (60° —x) 3 2DPsin (60o — x)
sin(120°0 3 T sin(120°) NG}
2 ] 4 in(60°—
solutiva  é&: ,%+ ﬁ\/sgn(x) = ,Zo/snj/(g x)

4\/§sin(x) — 6cos(x) +3 =0 = 9tan*(x/2) + 8 \/gtan(x/2) -3=0= tan(x/2) = ~BBvioS3 =x =~
21°47'12".

CP=DP- , quindi I’equazione ri-

= /3 +2sin (x) —23cos (x) + 2sin (x) =0

Formule di prostaferesi e di Werner

Verificare quali fra le seguenti uguaglianze sono identita nel loro insieme di definizione, usando
Le formule di prostaferesi

cot(x+y)
2) cos(x)+cos(y) _ 2 b Sin(x)+sin(y) :cos(y)—cos(x)

cos(x)—cos(y) tan(x;y) cos(x)+cos(y)  sin(x)—sin(y)

zcos(x;y]m(xzyjj cm(x;yj

a) Applicando le formule di prostaferesi: - , quindi non ¢

un’dentita.
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zsm(x;yjkﬁ% /xsm[“yjﬁ%\
b) :>tan(x+yj=tan(x+—y] ¢ un’identita.
Zcos(x+yj cos Y X‘W‘FH‘E (x+y) 2

S
sin(a+ )

) ( _sin(a+p)
cos y)—cos(x) sin(x —sin(y) _sin(a)sin(ﬂ)

Abbiamo usato 1’identita —sm(y

x;j . Identita.
2

b) sin(@)cos(B)+cos(a)sin(f) 2 cos(ﬂ)+cos(a)w =cot(a)+cot(f3), non & iden-
sin(a)-sin( ) sipka ) sin(f3) Szn(a)m ’
tita.
3. a) tan(a)-tan(B)= COZZZOE;"C; ﬁ)ﬂ) by sina) cos(d5°-+.3) + cose) sin(85° +.) = 32

%) sin(a)cos(ﬂ)—cos(a)sm sma/s,(/ﬂj Mszn
cos(a)cos(f3) cosa/s«(/ﬂj MCOS

b) 72Sin(x)[cos(x) — sin(x)] + 72c0s(x) [cos(x) + sin(x)] = 2 sin(x)cos(x) + g[cosz(x) —

=tan(a)—tan(B) . 1dentita.

sin*(x)] # 72 . Non ¢ identita.

Le formule di Werner

4.  cos(27° + x) cos(18° — x) — sin(27° + x) sin(18° — x) = Q
V2« [cos(27° + 18°) + cos(27° — —2x)] = Y2 - [cos(27° + 18°) — cos(27° — 18° — 2x)] = cos(27° +
18°) = cos(45°) = g . Identita.
5.  cos(13° + x) cos(47° — x) — sin(47° + x) sin(13° —x) =%
cos(13° +47°) = cos(60°) =
6.  a) sin*(x) — sin’(y) — sin(x +y) - sin(x — y) = 0; b) cos*(x) + cos*(y) — cos(x +y) - cos(x —y) =0
a) sin*(x) — sin*(y) — 1/2 [cos(2y) cos(2x)] = sin*(x) — sin*(y) — Y2 - [1 — 2sin*(y) — 1 + 2sin’(x)] =
b) cos*(x) + cos*(y) — Y5 - [cos(2y) + cos(2x)] = cos*(x) + cos*(y) — Y4 - [2cos*(y) — 1 + 2cos*(x) — 1] =
1

Senza ’uso della calcolatrice calcolare o semplificare le seguenti espressioni

oA 2cos1(10°)_2cos(7oo); P 2sin220°) 2sin(£°30')

1-4cos(10°)cos (70°) 1—2[00S(60°)+cos(80°)] _1-1-2-5in(10°)
ZCOS(IOO) B 2cos(10°) B 200s(10°)

+2cos(50°); c) —2c0s(7°30')

a) = —tan(10°);
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1+ 4sin(20°)cos (50°)  1+2-[ sin(=30°)+sin(70°)| 1-1+2sin(70°) cos(20°)

b = = = =cot(20°);
) 2sin(20°) 2Sin(20°) 2Sin(200) Sin(ZOO) « ( )
) \/§—4sin(52°30')cos(7°30') J2-2 _sin(45°)+sin(60°)_ L2-2-V NG

C = — = = = —

2sin(52°30') 2sin(52°30') 2sin(52°30') 2sin (52030‘)

a) sin(10°)sin(20°) — cos(10°)cos(20°); b) sin?(58°) — sin?(32°) — cos(64°)
a) /2 [cos(10°) — cos(30°)] — Y2 [cos(10°) + cos(30°)] = — cos(30°) = —g;
b) [sin(58°) — sin(32°)] - [sin(58°) + sin(32°)] — cos(64°) = 2sin(13°)cos(45°) - 2cos(13°)sin(45°) —
cos(64°) = 2sin(13°) cos(13°) - 2 - Vo — cos(64°) = sin(26°) — cos(64°) =0
a) cos(74°)cos(29°) + sin(74°)sin(29°); b) cos*(22°30") — cos*(67°30’);
¢) cos?(17°) — cos*(73°) — cos(34°)

V2.

2 b

b) [cos(22°30") — cos(67°30")] - [cos(22°30") + cos(67°30")] = —4cos(22°30")cos(45°)sin(22°30")sin(—

NG

45°) =sin(45°) -2 - Vo= 7;

a) 72 [cos(45°) + cos(103°)] + %2 [cos(45°) — cos(103°)] =

c) [cos(17°) — cos(73°)] - [cos(17°) + cos(73°)] — cos(34°) = —4cos(45°)cos(28°)sin(28°)sin(—45°) —
c0s(34°) = sin(56°) — cos(34°) =0

a) sin(20°)sin(25°) + cos(20°)sin(25°); b) sin(58°)cos(28°) — cos(58°)sin(28°)

a) 2 [cos(5°) — cos(45°)] + 2 [sin(5°) + sin(45°)] = 2 [cos(5°) + sin(5°)] = V2 [sin(85°) + sin(5°)] =

sin(45°)cos(40°) = gcos(SOO)
b) 72 [5in(30°) + sin(86°)] — ' [sin(—30°) + sin(86°)] =

sin(ﬁ/9)+sin(27z/9) +Sin(47r/9)+sin (57[/9)
cos(ﬂ/9)+cos(27z/9)+cos(47r/9)+cos (57r/9)

N \Xsm 7/6) Wj+\&5m (7/2) M 1/2+1
\Xcos(ﬁ/6)Wj+\Xcos /2 W \/_/2+0 \/_

b) 2cos(n/4)cos(n/8) + 2cos(3n/4)cos(m/8) = 2cos(n/4)cos(n/8) — 2cos(m/4)cos(m/8) = 0
sin(mt/8) + sin(3n/8) + sin(5n/8) + sin(Tn/8)
2sin(nt/4)cos(nt/8) + 2sin(3n/4)cos(n/8) = 4sin(n/4)cos(n/8) =

[4/4+2.\/§}/{2.§. M —22. ¥=\X\/§ Vz\;ﬁ =J4+22

Affinché possa calcolarsi senza calcolatrice il valore esatto di sin(a)sin(B) — cos(a)cos(p), dob-
biamo conoscere il valore di quale espressione?
sin(a)sin(P) — cos(a)cos(B) = 72 [cos(a. — B) — cos(a + B)] — V2 [cos(a. — B) + cos(a + B)] = —cos(a + PB)

; b) cos(n/8) + cos(3n/8) + cos(5/8) + cos(Tn/8)

Determinare la minima soluzione positiva delle seguenti equazioni

14.

15.

16.

a) cos(81°) + cos(39°) = cos(x); b) sin(21°) + sin(39°) = cos(x); c) sin(72°) — sin(48°) = sin(x)

a) 2c0s(60°)cos(20°) = cos(x) = cos(20°) = cos(x) = x = 20°;

b) 25in(30°)cos(9°) = cos(x) = cos(9°) = cos(x) = x = 9°;

¢) 25in(12°)cos(60°) = sin(x) = sin(12°) = sin(x) = x = 12°.

a) sin(63°) — sin(3°) = cos(x); b) sin(65°) — cos(35°) = sin(x); c) sin(84°) — cos(54°) = cos(x)

a) 2sin(30°)cos(33°) = cos(x) = x = 33°;

b) sin(65°) — sin(55°) = sin(x) = 2sin(5°)cos(60°) = sin(x) = x = 5°;

c) sin(84°) — sin(36°) = cos(x) = 2sin(24°)cos(60°) = cos(x) = sin(24°) = cos(x) = cos(66°) = cos(x)
= x=66°

Verificare che in un triangolo si ha: 4Rcos(o/2)cos(B/2)cos(y/2) = sin(a) + sin(B) + sin(y).
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Abbiamo: sin(a) + sin(B) + sin(y) = sin(a) + sin(P) + sin(180° — a0 — B) = sin(a) + sin(B) + sin(a + P).
Adesso applichiamo le formule di prostaferesi alla prima somma e la formula di duplicazione al terzo
addendo:

2sin (Mj cos (ﬂj +2sin [ ar ﬂjcos ( at ﬂj =2sin [MJ . [cos (ﬂj +cos (Mﬂ
2 2 2 2 2 2 2

Applichiamo ancora una formula di prostaferesi:

2sin(a b ﬂj -2cos (gj cos(ﬁj = 4sin(wj cos(gj cos(éj =
2 2 2) 2 2 2 )
=4sin (900 — Z) cos (gj cos (éj =4cos [g) cos (ﬁj cos (ZJ
2 2 2 2 2 2

Risolvere le seguenti equazioni negli intervalli indicati

co'S(Sx)—c?s(?)x) _ _Z, x € [L94°; 216°]; b) sin(7x)—sin(x) _ i, x & [74% 167°]
Sln(5x)+sm(3x) 3 3

cos (7x) + cos (x)
a) Applichiamo le formule di prostaferesi:

5x (Sx 3x)
—2sin sin
- E j 2 7

—— = tan(x) = g =X ~ 66°48'5" + k180°. L’unica soluzione appar-

/@pﬁ/j 5x 3x 3
sin

tenente all’intervallo dato ¢ = 66°48’5”.
b) Applichiamo le formule di prostaferesi:

Zsm(%c x] o5 7x \ \
=—=1tan(3x)= 3 = 3%~ 53°748" + k180° = x = 17°42'36" + k60°. Le

o)
cos

soluzioni accettabili sono: = —42°17’24”v ~ 17°42'36"v =~ 77°42'36"\v = 137°42'36"
sin(le)+sin(4x) 3 sin(l2x)—sin(6x)

17.

18. =——,x € [-27°;,168°]; b =-5,x € [-30°; 29°
cos(le)—cos(4x) 4 [ by cos(12x)—cos(6x) [ !
. ([ 10x+4x 10x —4x
2sin > cos > ;
a) =——=3x ~ 53°7'48" + k180° = x =~ 17°42'36" + k60°. = =
C(10x+4x ) . (10x—4x 4
—2sin sin
2 2
17°42'36"v =~ 77°42'36"v ~ 137°42'36".
. [ 12x=>6% (12x+ 6xj
2sin > cos 2
b) =-5=cot(9x) = 5 = 9x ~ 11°18'36" + k180° = x ~ 1°1524" +
_(12x=6%) . (12x+6x}
—2sin sin
2 2
k20° = x = —18°44'36"v ~ 1°15'24"v = 21°15'24"
cos(9x)+c0s(3x) cos(Sx) —cos(2x)
19. - - =9,x € [105°; 229°]; b) — - =5,x € [-45°; 109°]
sm(9x)—szn(3x) szn(Sx) —sm(2x)
Ox (9x—3x
2cos cos 7
a) =9=cot(3x) =9 = 3x = 6°20'25" + k180° = x = 2°6'48" + k30° =
Ox . (9x—3xj
2cos sin >

~ 22°6'48" v 152°6'48" v 182°6'48" v 212°6'48"
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/( S%j S5x+ 2x
2sin

2
/Eﬂfj 5x + 2x
2sin

22°28'58" + k51°25'43" = x ~ —22°28 58" v 28°56'45" v 80°22'28"
Szn(4x)+sm( ) _3,x € [71° 291°]; b) cos(Sx)+c0s(7x) 2

—5: tan(7x/2) = =5 = Tx/2 = —78°41'24" + k180° = x =~ —

=——, -8°; 90°
cos(4x s 3x sin(Sx)+sin(7x) 3 xel ]

dx +3x% 4x 3x
2

/@4)6 4x 3x
-2sin

2

M (7x + ij
2cos cos >

2sin

=3= cot(x/2) =-3 = x = 323°7'48" + k360° = x ~ —36°52'12"

=—z:> cot(bx) = -2/3 = 6x = 123°4124" + k180° = x =
7x ) (7x+5xj 3
2cos sin
2
20°36'54" + k30° = x =~ 20°36'54" v = 50°36'54"v =~ 80°36'54"
cos(l2x)—c0s(7x) 11 x € [-9°; 48°]; b) cos(l3x)—cos(l7x) =—E,xe [-84°; 214°]
sin(le)—sin(7x) sin(l3x)+sin(l7x) 5

~12x C(12x+7x
—2sin Sin 2 "
=? = tan(19x/2) = —-11/3 = 19x/2 = —74°44'42" + k180° = x

a)
~(12x (12x+7xj
2sin cos
2
~—7°52'4" + k18°56'51" = x~—7°52'4"v =~ 11°4'46"v ~ 30°1'38"
; 3x C(13x—-17x
—2sin sin # ”
b) =——= tan(2x) = —14/5 = 2x =~ -70°20'46" + k180° = x = —
~13x (13x —17xJ 5
2sin cos| ——
2
35°1023" + k90° = x =~ —35°10'23" v =~ 54°49'37" v ~ 144°49'37"
Sin(14x)—sin(7x) 15 sin(\/zx)—sin(\/gx) 1
a) =—,x € [-74°; 35°]e [-74°; 35°] b) =—,x € [-50°%
cos(14x)+cos(7x) 4 cos(\/zx)Jrcos(\/gx) 4
84°]
/(14/4>2/j 14x 7x
cos s
a) =—=tan(7x/2) = 15/4 = Tx/2 = 75°4'7T" + k180° = x =~
/@M/j 14x 7x 4
cos
21°26'53" + £k51°25'43" = x = —29°58’50"v ~21°26'53"
LxeBx) | (2x-Bx
2cos 5 sin f \/_ \/_ \/_ \/_
b) =1:>ran[ 2= 3x]=l:> 27N3 1492110 k180°
\/Ex " (\Ex _ \/gx} 4 2 4 2
2cos 5 cos f

= x~—88°1921" + k—1132°39'18" =
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Risolvere le seguenti disequazioni in [0°; 360°]

Livello 2

sin(8x)+sin(2x) 3:b) sin(7x) (x) _3
cos 8x cos 2x cos(7 )+c0s(x) 3

/( )ﬁ/j 8x — 2x
Sin
a) 0 >J_:>cot( x)<—/3 = 150° + k180° < 3x < 180° + k180° =
8x—2x
—2sin sin
2 2

50° + k60° <x < 60° + k60°,0 <k <5.

Tx o Tx— x]
2cos sin
2 2 J§

b) <—:>tan(3x)<?: —90° + k180° < 3x < 30° + £180° = 0°< x <

Tx+% Tx—x
2cos cos
2 2

10° v —=30° + £60° <x < 10°+ £k60°, 1 <k <4 v 300°<x<360°
sin(le)+sin(4x) «/_ sin(12x)—sin(6x)
cos 10x cos 4x cos(12x) cos(6x)

/P}A/j 10x 4x
Sin
a) >3 = cot(3x) <3 =30° + k180° < 3x < 180° + k180° =
10x—4x
—2sin sin
2 2

10° + £60° <x <60° + £k60°,0 < k< 5.

/@/o/j 12x+6x
2sin
b) <—=1=cot(9x) > 1 = k180° <9x <45°+ k180° = k20° <x < 5°
12x +6x
—2sin sin
2 2

+k20°,0<k<17.
cos(Sx)—cos(3x) b)

sm 5x +sin 3x sin(9x)—sin(3x)

/( )A/j 5x— 3x]
n
>1=> tan(x) <1 = 90° <x < 135° v 270° <x < 315°,
/( )/il/j 5x-3x
N
2
<0= cof(3x) < 0 = 90° + k180° < 3x < 180° + k180° = 30° +
2cos
2

k60° <x <60°+ k60°,0 < k< 5.

23. a)

<-1

24. a)

cos (9x) +cos (3x)

25. a) <0

Risolvere le seguenti equazioni e disequazioni nell’intervallo [0°; 360°]

26. cos(2x) + cos(3x) + cos(4x) =0
Possiamo applicare in tre diversi modi la formula di prostaferesi, ottenendo le seguenti equazioni:
2cos(5x/2)cos(x/2) + cos(4x) = 0; 2cos(3x)cos(x) + cos(3x) = 0; 2cos(7x/2)cos(x/2) + cos(2x) = 0. E
facile capire che conviene scegliere la seconda di queste perché in essa vi € un fattore comune. Quindi:
cos(3x) - [2cos(x) + 11 =0 = cos(3x) =0 v cos(x) =—1/2 = Bx=90°+k 180°,0 <k <2) v (x =120°
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

3S.
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v x=240° = (x =30° + k60°, 0 <k <2) v (x =120° v x = 240°) = x = 30°v 90°v 120°v 150°v
210°v 240°v 270°v 330°.
sin(x) — sin(2x) + sin(3x) =0
Tenuto conto dell’esercizio precedente usiamo prostaferesi fra primo e terzo addendo: 2sin(2x)cos(x) —
sin(2x) = 0 = sin(2x) - [2cos(x) — 1] = 0 = sin(2x) = 0 v cos(x) = 1/2 = (2x =k180°,0 <k <3) v (x
=60° v x=300°) = (x=k90° 0<k<3) Vv (x=060°vx=300° = x=0° 60° 90°v 180°v 270°v
300°v 360°
cos(x) — cos(3x) + sin(2x) =0
—2sin(2x)sin(—x) + sin(2x) = 0 = sin(2x) - [1 + 2sin(x)] = 0 = sin(2x) = 0 v sin(x) = 2 = 2x =
k180° v x=210° v 330° = x= 0°v 90° v 180°v 210° v 270°v 330° v 360°
c0s(3x) — sin(5x) + sin(x) =0
cos(3x) — 2sin(2x)cos(3x) = 0 = cos(3x) - [1 — 2sin(2x)] = 0 = cos(3x) = 0 v sin(2x) = 2 = 3x = 90°
+ k180° v 2x = 30° + £360° v 2x = 150° + k360° = x = 30° + k60° v x = 15° + £180° v x = 75° +
k180° = x =30° 90°v 150°v 210°v 270°v 330° v 15° v 75° v 195° v 255°
cos(4x) + cos(8x) + sin(4x)cos(6x) =0
2cos(6x)cos(2x) + sin(4x)cos(6x) = 0 = cos(6x) - [2cos(2x) + sin(4x)] = 0 = cos(6x) = 0 v 2cos(2x)
+ 2sin(2x)cos(2x) = 0 = 6x =90° + k180° v cos(2x) = 0 v sin(2x) = —1 = x = 15° +k30° v 2x = 90° +
k180° v 2x = 270° + k360° = x = 15° +k30°, 0 < k< 11 v x =45° + k90° v x = 135° + k180°. Osser-
viamo che le ultime due equazioni hanno soluzioni gia contenute in quelle della prima.
sin(8x) — sin(4x) — sin(4x)cos(6x) =0
2sin(2x)cos(6x) — sin(4x)cos(6x) = 0 = cos(6x) - [2 sin(2x) — sin(4x)] = 0 = cos(6x) = 0 v 2sin(2x) —
2sin(2x)cos(2x) = 0 = 6x =90° + £180° v sin(2x) = 0 v cos(2x) = Yo = x = 15° + k30° v 2x = k180° v
2x =60° + £360° v 2x =300° + k360°= x = 15° + k30°, 0 < k< 11 v x =k90° v x = 30° + £k180° v x =
150° + £180°= x = 15°+ k30°,0 < k< 11 v (0° v 90°v 180° v 270° v 360°) v (30° v 210°) v (150° v
330°)= x=15°+£30°,0 < k<11 v (0° v 90°v 180° v 270° v 360°)
cos(6x) — cos(4x) + sin(2x)sin(5x) =0
Applichiamo prostaferesi: —2sin(5x)sin(x) + sin(2x)sin(5x) = 0 = sin(5x) - [-2sin(x) + sin(2x)] = 0 =
sin(5x) = 0 v —2sin(x) + 2sin(x)cos(x) = 0 = S5x = k180° v sin(x) - [-1 + cos(x)] = 0 = x = k36° v
sin(x) =0 v cos(x) =1 =>x=£k36°,0<k<10Vv (x=0°Vvx=180°vx=360° vx=0° Eliminando
le soluzioni che si ripetono: x = £36°,0 <k <10
sin(4x) + sin(6x) — sin(2x)sin(5x) =0
Applichiamo prostaferesi: 2sin(5x)cos(x) — sin(2x)sin(5x) = 0 = sin(5x) - [2cos(x) — sin(2x)] = 0 =
sin(5x) = 0 v 2cos(x) — 2sin(x)cos(x) = 0 = 5x = k180° v cos(x) - [1 — sin(x)] = 0 = x = k36° v cos(x)
=0vsin(x)=1=x=k36°0<k<10 v (x=90° v x=270° v x =90° Eliminando le soluzioni che
si ripetono: x = £36°,0 <k <10 v 90° v 270°
sin(2x) — cos(x) + cos(3x) <0
sin(2x) — 2sin(2x)sin(x) < 0 = sin(2x) - [1 — 2sin(x)] <0 = sin(2x) > 0 = £k360° < 2x < 180° + £360°
= k180° <x <90° + k180°, 0 < k< 1.1 —2sin(x) > 0 = sin(x) <2 = 0°<x<30°v I150°<x<
360°. Soluzioni: 30° <x <90°v 150° <x < 180°v 270° <x <360°

o° 307 90° 150" 180° 270° 360°
Q ©
5in(27) Qe = = - - - e
1 + 2sin(x) SO |-
sin(2z)[1 + 2sin(x)] + - + I - | + - I

sin(2x) — sin(3x) + sin(4x) <0

2sin(3x)cos(x) — sin(3x) < 0 = sin(3x) - [2cos(x) — 1] <0 = sin(3x) > 0 = £k360° < 3x < 180° + £k360°
= k120° <x <60° + £k120°, 0 <k <2.2cos(x)— 1> 0= cos(x) >% = 0°<x<60°v300°<x<
360°. Soluzioni:[120° < x < 180°v 240° < x < 360°v x # 300°
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0" 60° 120° 180° 240° 300° 360°

sin(3z)
2cos(x) — 1
sin(3x)[2cos(z) — 1] +

In [0°; 180°]

sin(4x) — sin(5x) + sin(6x) > 0

Applichiamo prostaferesi al primo e terzo addendo: 2sin(5x)cos(x) — sin(5x) > 0 = sin(5x) - [2cos(x) —
1] > 0. Studiamo i segni dei due fattori: sin(5x) > 0 = £360° < 5x < 180° + k360° = £72° <x <36° +
k72°,0 <k<4. 2cos(x)—1> 0= cos(x) > "> = 0°<x < 60°.

o 36° 60° 72° 108° 144° 180°
4 ® *—@ @ O @—
sin(5w) o ) G Y § ) R | J§
2c08(z)—1 @ o _b____1____. -
sin(5x) » [2cos(z) — 1] + - 4 - + _

Le soluzioni sono: 0° <x <36° v 60° <x <72°v 108° <x < 144°.
sin(4x) — sin(8x) + \/§ sin(2x) <0
—2sin(2x)cos(6x) +\/§sin(2x) < 0 = sin(2x)[-2cos(6x) +\/§] <0 = sin(2x) 2 0 = £360° < 2x < 180°
+ k360° = k180° < x < 90° + £180°, 0 < k < 1. —cos(6x) +~/3/2 > 0 = cos(6x) < \3/2 = 30° +
k360° < 6x < 330° + £k360° = 5° + k60° < x < 55° + k60°, 0 < k < 2. Soluzioni: 0° < x < 5°v 55°<x <
65°v90°<x<115°v 115°<x<175°
sin(3x) + sin(7x) + J2 sin(5x) =0
2sin(5x)cos(2x) +2 sin(5x) = 0 = sin(5x)[2cos(2x) +2 1=0=s5in(5x) =0 v cos(2x) = 212>
S5x=k180° v 2x = 135° + k360° v 2x = 225° + k360° = x = k36° v x = 67°30"' + £180° v x = 112°30' +
k180° = Soluzioni: x =0° v 67°30" v 72° v 112°30" v 144°
cos(5x) — cos(3x) + sin(2x) =0
—2sin(4x)sin(x) + sin(2x) = 0 = —2sin(4x)sin(x) + 2sin(x)cos(x) = 0 = sin(x)[cos(x) — sin(4x)] =0 =
sin(x) =0 v sin(90° — x) — sin(4x) = 0 = x = 0° v 180° v 2sin(45° — 5x/2)cos(45° + 3x/2) =0 => x =
0° v 180° v 45° — 5x/2 = k180° v 45° + 3x/2 = 90° + k180° = x = 0° v 180° v x = 18° + k72° v x =
30° + k120° = Soluzioni: x =0° v 18° v 30° v 90° v 150° v 162°v 180°
cos (11x) + cos(7x) — 2cos(9x) =2 0
2¢c0s(9x)cos(2x) — 2cos(9x) =2 0 = cos(9x)[cos(2x) — 1] > 0 = cos(9x) > 0 = —90° + k360° < 9x < 90°
+ £k360° = —10° + £k40° < x < 10° + k40°. cos(2x) > 1 = cos(2x) =1 = 2x = k360° = x =0° v 180°.
Le soluzioni sono quindi: 0° <x < 10° v —10° + k40° <x < 10° + £k40°, 1 <k <4 v 180°
sin(2x + 15°) + sin(4x — 15°) — sin(3x) =0
2sin(3x)cos(x — 15°) — sin(3x) = 0 = sin(3x)[2cos(x — 15°) — 1] =0 = s5in(3x) =0 v cos(x — 15°) ="'
= 3x =k180° v x — 15°=60° + £180° v x — 15° = 300° + £180° = x = k60° v x = 75° + k180° v x =
315° + k180°=> Soluzioni: x = 0° v 60°v 75°v 120°v 180°
sin(3x — 20°) — sin(5x + 10°) + sin(x + 15°) =0
—2sin(x + 15°)cos(4x — 5°) + sin(x + 15°) = 0 = sin(x + 15°) =0 v cos(d4x — 5°) =% = x + 15° =
k180° v 4x — 5° = 60° + k360° v 4x — 5° =300° + £k360° = x =—15° + k180° v x = 16°15"' + k90° v x =
76°15' + k90°= Soluzioni: x = 16°15"v 76°15'v 106°15'v 165°v 166°15’
cos(6x + 20°) + cos(4dx — 80°) — cos(5x —30°) <0
2cos(5x — 30°)cos(x + 50°) — cos(5x — 30°) < 0 = cos(5x — 30°) - [2cos(x + 50°) — 1] < 0 = cos(5x —
30°) >0 = —90° + k360° < 5x — 30° < 90° + £360° = —12° + k72° < x < 24° + k72°. cos(x +50°) >
= —60° + £360° < x + 50°< 60° + £k360° = —110° + £k360° < x < 10° + £360°
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0% 10° 24° 60° 96° 132° 168° 180°
O0—0—0 @ ® ® *—o
cos(5z—30°) @t ————¢——— ¢ - ———¢—9 -9
208(2+50")—1 @@ — | — — — = f = - om0 e |- - -~ _ 6
cos(bz — 30°)[2cos(z + 50°) 1] |+ | = + - + - -

Soluzioni: 10° <x <24°v 60° <x <96° v 132° <x < 168°

44. cos(4dx + 10°) — cos(30° — 8x) + sin(6x — 10°) > 0
2sin(2x — 20°)sin(6x — 10°) + sin(6x — 10°) > 0 = sin(6x — 10°) -[2sin(2x — 20°) + 1] > 0 =>sin(6bx —
10°) > 0 = £360°< 6x — 10° < 180° + £360° = 1°40' + k60°< x < 31°40' + k60°. sin(2x — 20°) > 14
= 210°+ £k360°< 2x — 20° <330° + k360° = 115° + k180°< x < 175° + k180°.

0 1740 31°40° 61°40° 91°40 115% 121°40' 151°40° 175° 180°

sin(6r — 10°) Q@@ - - - = = - @ — — — — — i Smm—— F-e

26028 —20°)4+1 @ |- = = = - - = - - e e e e ek e e - ®
u - + - + - + - +

sin(fz — 10%)[2sin{2x — 20°) + 1]
Soluzioni; 1°40" <x <31°40"v 61°40" <x <91°40'v 115° <x < 121°40" v 151°40" <x < 175°

45. In un triangolo si ha a = 5, o = 45°, B = 60°. Usando il teorema di Nepero determinare b. Con-
trolla la differenza dei risultati usando il teorema dei seni.

45°—-60°
tan( j _ro ' . o " _ _7030!
Sipa: 270 _ 2 )_ 5-b_tan(-7%30) 5 [ tan(52°30") - tan( )] 612
5+b (45°+60°j 5+b  tan(52°30) tan (5230") +tan (<7°30")
tan Y
Con il teorema dei seni: b = 5sm(60 ) = 56 ~ 6,12

sin (45°) 2
46. In un triangolo si ha a =5, b =4, a = 60°. Usando il teorema di Nepero determinare 3. Controlla
la differenza dei risultati usando il teorema dei seni.

tan(600_ﬂj tan(30°—ﬂj \/g—tan(ﬁj l—ﬁtan(ﬁj
5-4 1 2 1 ) 2

2 3 2 3
= > "L = =
S+4 tan (Wj ? tan (300 + 'BJ ? 1+ ﬁtan ('BJ ﬁ +tan [ﬂj
2 2 3 2 3 2
\/gtan2 (ﬂj—4tan (ﬁ)+\/§
= 1_ 2 2 = Ban’ (g] —4tan (g) +~3 =93tan’ (éj —36tan [gj -9f3=0=

9 tan® (fj +4tan (fj +3

— Btan® (éj—Stan(§j+\/§: 0= B ~43°51'14"v136°8'46"

La seconda soluzione ovviamente non ¢ accettabile perché deve essere B < a.. Con il teorema dei seni:
. 4sin(60°) .
L =sin —5 ~43°51'14
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L’angolo della MateFisica

1.  Determina la funzione intereferenza di due onde sfasate di 2, quindi rappresentale.
Le funzioni componenti sono: yi(¢) = a - cos(wt) € y2(t) = a - cos(ot + 2), la funzione interferenza ¢:
W(f) = 2a cos(wt + 1)cos(1). Rappresentiamo la funzione per a = @ = 1, cio€ y(¢) = 2cos(t + 1)cos(1).

3 .
2 dos(z'4 1) cos(1)
cos(z + 2
2

—

cos(z)

_1 NN

2.  Come nell’esercizio precedente con sfasamento 2.
W(f) = 2a cos(wt — 1)cos(1). Rappresentiamo la funzione per a = o = 1, cioe y(¢) = 2cos(t — 1)cos(1).

2
cos( ]

2 cosfz — 1) cos(

1)

/0/1
o

3.  Come nell’esercizio precedente con sfasamento —r.
W(t) = 2a cos(wt —nt/2)cos(—n/2) < y = 0. Interferenza totalmente distruttiva.

2
cos(z

2 cos(:c ;) cos(Z)

0 1 2 3 4 G T

.

4.  Come nell’esercizio precedente con sfasamento /4.
W(t) = 2a cos(wt + 1/8)cos(n/8)

h T
2 ¢as| (:c - J cos( )

8 8
cos g: ]

@u)
A\ é%
™
N NN

0

—1

5.  In generale I’ampiezza della funzione interferenza di due onde di ampiezza a, varia fra quali
valori? Giustificare la risposta.
Se vi ¢ interiferenza totalmente distruttiva ¢ 0; totalmente costruttiva € 2a.

6. Determinare I’equazione dell’interferenza di due onde armoniche di uguali ampiezze, a,
pulsazioni, ®, e di diverse fasi @1 e @2.

a - cos(ot+ @1) +a- cos(ot + @) = 2a-cos(@j cos(a)t + #j
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Determinare il minimo e il massimo di 257)c0st),
Si ha sin(x)cos(x) = % sin(2x), che ha come minimo —% e come massimo %, quindi 2*"®<s® & com-
preso tra 27 e 2",
Per quali valori di @ ’equazione sin(x) + cos(x) = a, ha soluzioni?
2
1+22 +:—;=a:> (@a+1)?—-2t+a—1=0,che hasoluzionise AV/4=1—-a*+120=
—2 <a <2 . Dobbiamo poi considerare 1’eventuale soluzione x = 1/2, che ha soluzioni per a = 1.
Provare che in un qualsiasi triangolo si ha: cos*(o) + cos*(B) + cos*(y) + 2cos(a)cos(B)cos(y) = 1
cos* (o)t cos*(P) + cos* (o + B) — 2cos(a)cos(B)cos(o. + B) = cos*(a) + cos*(B) + cos*(a)cos*(B) +
sin*(o)sin*(B) — 2cos(a)cos(B)sin(a)sin(P) — 2cos*(a)cos*(B) + 2cos(a)cos(B)sin(a)sin(B) = cos* (o) +
cos*(B) — cos*(a)cos*(B) + sin*(a)sin*(B) = cos*(a) + cos*(B) — [1 — sin*(a)] - [1 — sin*(B)] +
sin*(a)sin*(B) = cos* (o) + cos*(P) + sin®(a) + sin*(B) — 1 — sin*(a)sin*(B) + sin*(o)sin*(P) = 1.
Provare che se in un qualsiasi triangolo si ha: a*> = b(b + ¢), allora o = 2.
a*—b? =b*+ c* —2bc - cos(a) — [a*> + ¢ — 2ac - cos(B)] = b* — a® + 2¢ - [a cos(B) —b cos(a)] = a® — b?
=c - [a cos(B)—b cos(a)] = a*> —b* —bc =0 < ¢ - [a cos(B) —b cos(a)] — bc =0 < a cos(B) —b
cos(a) — b =0< b sin(a)cos(B)/sin(B) — b cos(a) — b =0 < sin(a)cos(B) — cos(a)sin(B) —sin(B) =0
< sinfo—PB)=sin(B) > o —-P=p=a=2p.
Senza usare la calcolatrice calcolare tan[tan'('%) + tan™' (V%) + tan™'(1/5)].
Siha:tan(x+y+z)=
tan(x)+tan(y)
tan (x+y)+tan(z) 3 l—tan(x)tan(y)
X
)

Abbiamo:

) +tan(z) ~ tan(x)+tan(y)+tan(Z)‘|:1_m”(x)mn(y):|

1—tan(x+ y)tan(z) - tan(x)+tan(y) fan(z) - 1—tan(x)tan(y)—| tan(x)+tan(y)|-tan(z)
l—tan(x)tan(y)
Sostituendo x = tan '('%), y = tan '(V4), z = tan '(1/5) otteniamo il risuiltato richiesto:
1/2+1/4+1/5-(1—1/8) 37

1-1/8-1/5-(1/2+1/4) 29

D
Sia E il punto medio del lato BC del quadrato ABCD, e sia F un punto su CD tale che % =3.

ap!

B

Calcolare la misura di EAF.

tan (DQIF + EQIB) = % —1= DAF + EAB = 45° , quindi anche I’angolo cercato & di 45°

Studiare il precedente problema quando il rapporto ¢ il numero reale m > 0. Per quali valori di
m il problema ha soluzione?
tan(D;lF+E;lB): 1/m+1/2 _ 2+m

1 2m—1
2m

, quindi il problema

. X A\ 2m
- = tan(EAF) - cot(DAF+EAB) =

ha soluzione se

2m_1<2:>mz3

45° < EAF <90°—tan™' l :>1<tan(E1:1F)<cot tan™ l =2=1<
2 2 2+m

Un pentagono regolare ABCDE ¢ inscritto in una circonferenza, si scelga un punto P sull’arco
BC, provare che si ha: PA+PD=PB+PC+PE.
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Gli angoli segnati di vertice P sono tutti uguali e misurano 36°, dato che
sono angoli alla circonferenza che insistono su corde uguali. Dato che ognuna di queste corde ¢ lato di
un pentagono regolare, I’angolo al centro che insiste su essa misura 360°/5 = 72°, quindi I’angolo alla
circonferenza ¢ meta. Tenuto conto che gli angoli interni del pentagono misurano 108° e che la somma
degli angoli interni di un triangolo ¢ 180°, si ottengono le misure indicate in funzione di x. Pertanto
I’identita da provare diventa: 27 sin(36° + x) + 2r sin(72° — x) = 2r sin(x) + 2r sin(36° — x) + 2r sin(72°
+ x) = 2s5in(54°)cos(18° — x) = sin(x) + 2sin(54°)cos(18° + x) = 2sin(54°)[cos(18°)cos(x) +
sin(18°)sin(x)] = sin(x) + 2sin(54°)[cos(18°)cos(x) — sin(18°)sin(x)] = 2sin(54°)sin(18°)sin(x) = sin(x)
— 2s5in(54°) sin(18°)sin(x) = 2sin(54°)sin(18°) = 1 — 2sin(54°)sin(18°) = 4sin(54°)sin(18°) -1 =0 =

o . B 200s(36°)sin(36°) sin(72°)
4co0s(36°)sin(18°) -1 =0 = —1=0—F—F%-1=0=0=0.

cos(18°) sin(72°)

Un esagono regolare ABCDEF ¢ inscritto in una circonferenza, si scelga un punto P sull’arco
BC, provare che si ha: PE+ P =PA+PB+ PC+ PD.

Gli angoli segnati di vertice P sono tutti uguali e misurano 30°,
dato che sono angoli alla circonferenza che insistono su corde uguali. Dato che ognuna di queste corde
¢ lato di un esagono regolare, 1’angolo al centro che insiste su essa misura 360°/6 = 60°, quindi
I’angolo alla circonferenza ¢ meta. Tenuto conto che gli angoli interni dell’esagono misurano 120° e
che la somma degli angoli interni di un triangolo ¢ 180°, si ottengono le misure indicate in funzione di
x. Pertanto dobbiamo provare che: 2r sin(90° + x) + 2r sin(60° + x) = 2r sin(30° + x) + 2r sin(x) + 2r
sin(30° — x) + 2r sin(60° — x) = 2sin(75° + x)cos(15°) = 25in(30°)cos(x) + 2s5in(30°)cos(30° — x) =
2sin(75°)cos(x)cos(15°) + 2sin(x)cos(75°)cos(15°) = cos(x) + cos(30°)cos(x) + sin(30°)cos(x) =
2cos(x)cos*(15°) + 2sin(x)sin(15°)cos(15°) = cos(x) [1 + cos(30°)] + sin(30°)cos(x) =
2cos(x)cos*(15°) + sin(x)sin(30°) = 2cos(x)cos*(15°) + sin(30°)cos(x) = 0 = 0.

Provare che se in un triangolo si ha: b + ¢ = 2a, allora ’area del triangolo ¢ uguale a % a?
tan(a./2).

Si ha: (b + ¢)* = 4a*> & b* + ¢* = 4a°. Per il teorema di Carnot si ha: b? + ¢> — 2bc cos(a) = a?, sottr-

2 2
raendo termine a termine si ottiene: 2bc -[1 — cos(a)] = 3a> = bc = 3a = ga .
2-[1—cos(a)] 4cos® (ar/2)
3a’si 3a’sin(a/2 cog\,é@QZi
Dato che S = Y bc sin(a), sostituendo: S = ¢ izn(a) = ( Y ) = éaztan (gj .
8cos® (a/2) 4cos™ (a/2) 4

In generale sin(x + y) # sin(x) + sin(y), stabilire quali proprieta devono verificare x ed y affinché
si abbia ’'uguaglianza.
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sin(x +y) = sin(x) + sin(y) = MCOS(LH}J _ Mcos(x;yj = x+y=2knvx=
Temi assegnati agli esami di stato

2kn v y =2km.
1.  (Liceo scientifico suppletiva 1970/71) Dato un cono circolare retto inscritto in una sfera di raggio
r, esprimere la sua superficie totale in funzione della semiapertura x del cono.

Consideriamo la sezione ottenuta con un piano per il vertice e perpendicolare alla base del cono.
B

D

A C

. Si ha: a/sin(2x) = r/sin(x) = a = r - sin(2x)/sin(x) = 2r - cos(x), da cui la superfi-

cie misura: r? + - 2r - cos(x) = wr? - [1 + 2cos(x)]
2.  (Liceo scientifico 1970/71) Dato un triangolo isoscele inscritto in una circonferenza di raggio r,
esprimere la somma dell'altezza e del doppio della base mediante I'angolo al vertice.

Chiamiamo 2x la misura dell’angolo, la base la troviamo con il teorema della
corda: 2r - sin(2x). L’altezza la ricaviamo mediante la semibase: [7 - sin(2x)] - cot(x) = 2rsin(x)cos(x)-
cos(x)/sin(x) = 2rcos*(x). Quindi la somma dell'altezza e del doppio della base: 2rcos*(x) + 2 - 2r -
sin(2x) = 2rcos*(x) + 4r sin(2x), 0 < x < /2

3.  (Liceo scientifico 1971/72) Data una circonferenza di diametro AB = 2r, si prendano su di essa da
parte opposta di AB, due punti C e D tali che ABC=n/3, ABD=a., Si esprima il rapporto

AD" -CD’ ,

y=——=——, per mezzo di x = tan(a).

BC
C

Per il teorema della corda: CD = 2r sin (%Jra} per le proprieta dei

L
Z

OBC ¢ isoscele con un angolo di 60°, quindi equilatero. Quindi:

triangoli rettangoli: AD =2r sin (0:);% =2rcos (%j =Zr-—=r, oppure per BC, osservando che
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2.2 A2
y= Arsin (a) 4: o (ﬂ-/3 * a) = 451'71(05)2 —4-[sin(7z/3)cos(a) +sin(a)cos(7z/3):|2 =
r

2

= 4sin’ (a)—4- gcos((x)jL sin(a)% = 4sin* (0{)—3cos2 (a) —sin’ (a)—2\/§sin(a)cos (a) =
= 3sin’ (a)—3cos2 (a) —2\/§sin(a)cos(a)

Per  esprimere  tutto in  fan(a)  moltiplichiamo e  dividiamo  per  cos*(a):

y= [3tan2 (a) -3- Zﬁtan(a)] -cos? (a) . Osserviamo inoltre che
2 .2
21 _cos (a)z-i-szn (a) 1+ tan’ (a), avremo:
cos (a) cos (a)
B 3tan’ (a)—3 —2\/§tan(a) ~ 3tan’ (a)—3 —Zﬁtan(a) 3x? —23x -3

, ponendo x = fan(a): y = >
I+x

1+tan® (a) 1+tan® (a)
(Liceo scientifico PNI 1989/90) Data la semicirconferenza di centro O e raggio r, si consideri il
triangolo isoscele ABV i cui lati obliqui A} e BV siano tangenti alla semicirconferenza rispetti-
vamente nei punti F e G e tale che la proiezione di V sulla base AB coincida con O. Detto P un
punto dell'arco FG e, rispettivamente, L e M le intersezioni della tangente alla semicirconferenza
in P conilati AV e BV, si dimostri che i triangoli AOL e BMO sono simili. Indicato con x uno de-
gli angoli alla base del triangolo ABV/, si esprima in funzione di esso la somma s tra il lato del
quadrato equivalente al rettangolo di lati AL e BM e I'altezza VO del triangolo ABV, osservando
che s non dipende dalla posizione di P.

{S:r'szn(x)+cos(x), O<x<§j|

Sin(x)~cos(x)

(Liceo scientifico sperimentale 1991/92) In un piano cartesiano ortogonale si indichino con x e y
le coordinate di un punto P e con X e Y le coordinate di un punto P'. Si consideri la trasforma-
- - {X = ax+by : : : :
zione di equazioni: , tale che al punto 4 di coordinate x =1, y = 1 corrisponda il

Y=a'x+b'y
punto A’ di coordinate X =0, Y =2 e al punto b di coordinate x =1, y = 0 corrisponda il punto »’
di coordinate X =1, ¥ = 0. a) Si studi la trasformazione ottenuta determinando in particolare i
punti e le rette che si trasformano rispettivamente in se stessi. b) Detto o I’angolo acuto formato
dalla retta r di equazione y = mx e dalla sua trasformata ' si studi come varia la tangente trigo-
nometrica di a al variare della retta r.

O=a+b a=1

. J2=a+b'_ ja'=0 : X=x-y .
a) Tenuto conto dei dati: = , quindi la trasformazione ¢ 1 punti uniti
l=a b=-1 Y=2y
O=a' b'=2

X=x— X=X
sono: { 5 4 :>{ 0’ quindi i punti (x; 0). Le rette unite: aX + bY +c=0 = a(x —y) + 2by +
y=2y Y=

a=a a=a
c=0= ax + (2b — a)y + ¢ = 0. Per essere unita deve essere: «+b=2b—a = b =a, quindi sono

cC=¢C c=¢C

unite le rette di equazione ax +ay +c=0.r:y=mx=>r:2y=m(x-y) = y= x.

2+m
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m
m——— 2
b) Per il teorema 3 si ha: tan(a)= 2+m 2m+m m__mEm oy - 2 . Dato
lem. 24m+m’  m’+m+2 m +m+2
2+m

che la tangente ¢ sempre minore di 1, dato che & sempre m?> + m + 2 > 0, ’angolo & sempre compre-
so tra 0° e 45°.

x=sin(t
6. (Liceo scientifico 1992/93) Sia ) ( ) . Esprimere y in funzione di x.
y=sin (21)
y = 2sin(t)cos(t) = 2sin(t)[1-sin® (t) = 2|x|v1-x
7.  (Liceo scientifico 2006/07) Si considerino i triangoli la cui base ¢ AB =1 e il cui vertice C varia in
modo che I’angolo CAB si mantenga doppio dell’angolo ABC . Riferito il piano ad un convenien-

te sistema di coordinate, si determini I’equazione del luogo geometrico y descritto da C.
Dobbiamo costruire un triangolo di base assegnata con un angolo doppio dell’altro. In figura ¢ illustra-

A Y
F:'
1
1
1
1
1 '
- |
1
1
1
~ 1%
A B\
ta una procedura. Dato il segmento AB, i cui estremi hanno coordinate 4 =

(0; 0), B = (1; 0), abbiamo costruito 1’asse di AB, in modo da avere un triangolo isoscele di base AB.
Per A tracciamo una generica retta che incontra 1’asse precedente in P. ABP ¢ percio isoscele e 1 suoi
angoli di vertici 4 e B sono isometrici. Se adesso costruiamo la bisettrice dell’angolo di vertice B,
I’intersezione C con la retta AP ¢ il punto cercato, dato che ovviamente il triangolo 4ABC ha 1’angolo di
vertice A doppio di quello di vertice B. Determiniamo 1’equazione del luogo con metodi analitici. Indi-
chiamo con o e 2a le misure dei due angoli. La retta AC ha equazione y = mx, in cui ovviamente m =
tan(2a), quindi ¢ y = tan(2a) x. La retta BC invece ha equazione y = (1 — x) tan(a). C ¢ I'intersezione
y =tan (2a)

y :(l—x)tan(a) ’

sono le equazioni parametriche del luogo. Tenendo conto della formula di duplicazione della tangente,

delle due rette, pertanto le sue coordinate saranno le soluzioni del sistema: { che

possiamo scrivere meglio le predette equazioni:

2tan ()
=—— 7/ x
1-tan’(a) = tan(c) =—:> y=

2
¥ = (1-x)tan(a) (

x:>3x —y?—4x+1=0.

._. »—A
\* -

Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali

1.  (S1947) Provare la validita delle seguenti identita fra gli angoli di un triangolo.
a) sin(a) + sin(B) + sin(y) = 4 cos(a/2) cos(B/2) cos(y/2);
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b) sin(2a) + sin(2P) + sin(2y) = 4 sin(a) sin(P) sin(y);
¢) sin(4a) + sin(4p) + sin(4y) = —4sin(2a) sin(2P) sin(2y).

2sin(—a+ﬂjcos(—a_ﬁ)+25in(a+ﬂjcos(a+ﬂj:2sin(—a+ﬂj-{cos(—a_ﬂ)+cos(a+ﬂﬂ:
2 2 2 2 2 2 2
= 251'11(7Z _7/) -2cos (gjcos (ﬁj =4cos (Zj cos(ﬁ)cos [Zj

2 2 2 2 2 2

Abbiamo usato le formule di di prostaferesi per la prima somma e poi quelle di duplicazione

b) 2sin(a + B)cos(a — B) + 2sin(y)cos(y) = 2sin(a + B)cos(o — B) — 2sin(a + B)cos(a + B) = 2sin(a +
B)[cos(a — B) — cos(a. + B)] = —2sin(y)2sin(a)sin(—B) = 4 sin(a) sin(B) sin(y)

c) 2sin(2a + 2PB)cosa — 2B) + 2sin(2y)cos(2y) = 2sin(2a. + 2PB)cos(2a — 2B) — 2sin(2a + 2B)cos(2a
+2B) =2sin(Raw + 2B)[cosRa. — 2B) — cos(2a. + 2B)] = 4sin(2y)sin(2a)sin(—2p) = —4sin(2a) sin(2p)
sin(2y).

(AHSME 1971) 1l quadrilatero ABCD ¢ inscritto in una semicirconferenza di diametro A_D=4,

sapendo che AB = BC =1, determinare la misura di CD.

a)

| Per il teorema della corda CD = 4sin(90° — x) = 4cos(x). Per lo stesso

I_COS(X) = l—cos(x) :i:> cos(x):z:>C_D=4~z=z=3,5 .
2 2 16 8 8 2
(AHSME 1976) Se sin(2x) = a, determinare sin(x) + cos(x).
[sin(x) + cos(x)]* = 1 + sin(2x) = 1 + a = sin(x) + cos(x) = J+a.
(AHSME 1979) Sapendo che a =% e (a + 1) - (b + 1) = 2, determinare il valore espresso in ra-
dianti di tan'(a) + tan™! (b).
a="eb=-1/3, {tan[tan ' (%) + 1} {tan[tan ' (~1/3)] + 1}=2 = tan[tan '(\4)] + tan[tan '(-1/3)] = 1
tan [tan’1 (1 / 2)} +tan [tcm’1 (—1 / 3)]

1—tan [tan_l (1 / 2)] tan [z‘an_1 (—1 / 3)]

'(-1/3)] =1 = tan"'(a) + tan™' (b) = n/4. Osserviamo che 1’informazione sul valore di a¢ ininfluente, &
la seconda informazione a determinare il risultato.

(AHSME 1982) I lati di un triangolo sono misurati da numeri interi consecutivi, I'angolo mag-
giore ¢ doppio del minore, determinare la misura del coseno dell'angolo minore.

Siano (x — 1), x, (x + 1) le misure dei lati. Si ha:

()c—1)2+xz—(x+1)2 x—4

teorema AD = 4sin (%j =4

— tan[tan ' (4)] - tan[tan ' (-1/3)] = =1 = tan[tan”' (%) + tan”

(x+1)2+x2—(x—1)2 x+4

cos(r)= 2 (x-1) 2(x—1);cos(a): 2c-(x+1)  2(x+1)
cos(y) = cos(2a) = 2cos*(a) — 1 =
2
x4 _ (x+4)2 1= 43+ 72 -x-22=0=(x—') - (x—2) - (x—5)=0. L’unica soluzione ac-
2(X—1) (x+1)
o .. 9/2 3
cettabile & quella positiva: x =% = cos(a)=—===>=0,75.
2-3/2 4

(AHSME 1987) Determinare il seno dell'angolo formato congiungendo un vertice di un quadrato
con i punti medi dei due lati non adiacenti.
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2 2
. ; ( 2 3
i ° " sin(x) = sin(90° — 2y) = cos(2y) = 2cos*(y) — 1 = 2(—) —1= 2(—} -1==
24 J5 5

(AHSME 1989) Nel triangolo ABC si ha: AB=5,BC=7,4C=9. Scegliamo un punto D su AC in

modo tale che sia BD =5. Quanto vale il rapporto in cui viene diviso il segmento AC da D?

E:\/SO—SOCOS(18O°—20¢) :5\/51/1+cos(2a) :5\/5«/20052 (a) =10cos (), d’altro canto si ha:

_25+81-49 19— 19 19 5o o 19 8 4D _19
90 30 30 3 373 DC 8

(AHSME 1998) Nel triangolo ABD, I’angolo B ¢ retto e BD > BA. Il punto C appartiene a BD in

modo che sia ZCAB=2-/DAC. Se E/E=2/3, allora R’/C_D:m/n, con m e n numeri in-

teri relativamente primi. Determinare m + n.
D

hﬁ |7z b ic

2 -
_— = 2a)=—; = CD =
AC COS( a) 3 sin(a) 3"1'11(90"—30{):>

coS (0{)

Esin(a)
cos(3a)

;B_C:%-sin(Za)

CB B sin(2a)~cos(3a)
CcD Sin(a)
cos(a) — 2sin(20.) sin(o)cos(a) = [1 + cos2ar)] - cos(Qa) — sin*(2a) = (1 +2/3) - 2/3 — (1 —4/9) = 5/9 =
m/n. Dato che m e d nsono numeri interi primi tra loro: m + n =35+ 9 = 14.

(AHSME 1999) Nel triangolo ABC si ha 3sin(a) + 4cos(B) = 6, 4sin(B) + 3cos(a) = 1. Determinare

la misura di C.

[3sin(a) + 4cos(B))? + [4sin(B) + 3cos(a)]* = 36 + 1 = 9sin’ (o) + 16cos® (B) + 24 sin(a) cos(B) +
16sin®(B) + 9cos*(a) + 24 sin(B) cos(a) = 37 = 24 [sin(a) cos(P) + sin(P) cos(a)] = 37 — 25 = 24
sinfo+PB)=12 = sin(a+PB)="%= a+ P =30°v 150° y =180 — (o + ) = 150° v 30°. Ma la prima
soluzione implica che a < 30° = 3sin(a) + 4cos(P) <3/2 +4 <6.

(HSMC2006) Calcolare sin®(75°) — cos®(75°).

[sin*(75°) — cos*(75°)] - [sin*(75°) + cos*(75°)] = [sin*(75°) — cos*(75°)] - [sin*(75°) + cos*(75°)] -
{[sin*(75°) + cos*(75°)]* — 2sin*(75°)cos*(75°)} = —cos(150°) - 1 - [12 — % sin*(150°)] =

ﬁ(l_zjzﬂ

=2cos(a) cos(3a) = 2cos(a) - [cos(2a) cos(a) — sin(2a) sin(a)] = 2cos*(a) -

2 8 16

(V 2007) Sia 0 un angolo acuto per cui tan(20) + cot(26) = 10. Esprimere sin(40) come numero
razionale.

n(26 20
sin(20) | cos(20) _ ! -2 10> sin(40)=2
cos(26’) sin(2¢9) Sin(20) cos(20) sin(4l9) 5
(B 2010) In un triangolo rettangolo il prodotto delle lunghezze dei tre lati ¢ il doppio del prodot-
to delle tre altezze. Qual é la misura (in gradi) di uno dei due angoli acuti di questo triangolo ret-
tangolo?
abc =2bc - bc/a = a® = 2bc = a* = 2a sin(P) - a cos(B) = 1 = sin(2P) = 2p = 90° = P = 45°.
(V 2010) Senza calcolatrice semplificare sin(15°)cos?(15°) — sin3(15°)cos(15°).

sin(15°) cos(15°)[cos*(15°) — sin*(15°)] = % 5in(30°) - cos(30°) = — —-— = —.
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sin(;z/18)+sin(27z/18)

cos(7r/18)+cos(27t/18)

0 =tan™ { sm(fz/12) } =tan™ [z‘an(z) - 15°
cos(7r/12) 12 )]

a sin(a)

12
(S 1960) Prove the identity cos (gjcos (gj cos (— =———— and generalize.
2 4 8 ) 8sin (a / 8)

o &) on{ 2o 2 (&) o &) st Y]
an( ) 2 ) ssnf %) 2) s
)

(HSMC 2011) Calcola 0 = tan™ { }, in gradi sessagesimali.

Piu in generale:

2”

e )

(HSMC 2004) If sin(x) — cos(x) = 1/5, n/4 < x < /2, find cos(2x).

ws(g).ws(%}...w{g)_“S(‘S)'S""(Z‘)-c:s(jj-sm(?j.:,,.;OS(; )

[sin(x) — cos(x)]? = 1/25 = 1 — sin(2x) = 1/25 = sin(2x) = 24/25 = cos(2x) 1- [2:) =-7/5.

Abbiamo scelto il segno meno perché n/4 <x<m/2 = /2 <2x <.
(V 2006) Suppose that x and y are real numbers such that fan(x) + tan(y) = 42 and cot(x) + cot(y)
=49. What is the value of tan(x + y)?

tan(x)+tan(y) =42 {tan(x)+ta”(J/):42 :{mn(x)+tan(y)=42

indi:
1 1 tan(x)+tan(y)=49%an(x)tan(y) ~ |tan(x)tan(y)=42/49 quindi

=
=49
tan (x) i tan (y)

tan(x)+tan(y) 42 AQ/ -49
l—tan(x)tan(y) 1-42/49 /

1
Nk

=294

tan(x+y) =

(V 2007) Suppose that sin(Zx) = Express sin*(x) + cos*(x) as a rational number in lowest

terms.
Supponi che sm(Zx) = f . Esprimi sin*(x) + cos*(x) come frazione ridotta ai minimi termini

sin*(x) + cos*(x) + 2sin*(x)cos’*(x) — 2sin®(x)cos*(x) = [sin*(x) + cos*(x)]*> — 2sin*(x)cos*(x) = 1 — %
sin*(2x)=1-1/14 =13/14.

(V 2007) In triangle ABC, AC = 12. If one of the trisectors of angle B is the median to 4C and the
other trisector of angle B is the altitude to AC, find the area of triangle ABC.

Nel triangolo ABC, AC = 12. Se uno dei trisettori dell’angolo B e la mediana di AC e [’altro trisettore
dell’angolo B e l’altezza di AC, trovare [’area del triangolo ABC.
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B

. 1+ C
A ® ] — — N
M L’area del triangolo ¢ EAC -BH =6BH . 1 triangoli

rettangoli ABH e MHB sono ovviamente uguali, quindi H ¢ punto medio di AM. Da cui: BH = 3cot(x)
cot’ (x) -1

= 2cot*(x) — 3cot*(x) + 3 = 0 = cof’(x) = 3 = cot(x) = \/g
2c0t(x)

= 9cot(2x) = cot(x)=3
Quindi: S= 18+/3.
(HSMC2008) Without any electronic device calculate [z — sin?(n/16)]%.
Senza strumenti elettronici calcolare [» — sin*(n/16)]%.

Vo — sin®(n/16) = Y2 — V5 [1 — cos(n/8)] = Y4 cos(n/8) = [Va — sin*(n/16)]* = V4 cos*(n/8) = 1/8 - [1 +

cos(m/4)] = é(l + g}

(V 2009) Find the value of sin*(15°) - cos*(15°). Express your answer as a rational number in
lowest terms.

Trovare il valore di sin*(15°) - cos*(15°). Esprimere la risposta come frazione ridotta ai minimi termi-
ni

Va [2sin(15°) - cos(15°)]* = Y4 - sin*(30°) = Y4 - V4= 1/16.

(V 2011) Each side of square ABCD has length 3. Let M and N be points on sides BC and CD re-
spectively such that BM = ND =1 and let ZMAN = 6. Find sin(0).

Ogni lato di un quadrato ABCD é lungo 3. Siano M ed N punti sui lati BC e CD rispettivamente tali

che sia BM = ND = 1 e sia ZMAN =0 . Determinare sin(0).

Il triangolo AMN ¢ isoscele, si ha: AM = AN = \/E,M_N =22 , applicando il Teore-
ma dei seni al triangolo :

2 o

sin(@)  sin (90° - 9/2)

:>2-cos[§j:\/§-sin(0):> 2-c 5 :Z\/g-sin(gjcos 5 =

1 2

Sin(§j=%,00s(§j= 1—% =%:>sin(e)=2.ﬁ._5:

Test di Verifica

Seleziona le uguaglianze false

sin(3x — 2y) = sin(2y)cos(3x) — sin(3x)cos(2y) |B| cos(4x) — cos(6y) = —2sin(2x + 3y)sin(2x — 3y)
cos(8x) = 2sin*(4x) — 1 D| tan*(6x) = [1 + cos(3x)]/[1 — cos(3x)]

cot(dx) = [co(2x) — 1)/[2cot(2x)]

Sono false: A—C—-D

Seleziona i quadrilateri a cui NON si puo applicare il teorema di Tolomeo (con una precisione al
primo decimale)

W
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D)

Nel caso A:2.47 - 2.86 +2.02 -2.75-3.77 - 3.31 =0,1405; B: 2.59 - 2.05+3.13 - 1.71 - 3.38 - 3.18 =
—0,0866; C: 2.75 - 2.66 + 3.31 - 1 —3.29 - 3.24 = 0,5154; D: 2 - 3.14 + 3.17 - 1.67 — 3.75 - 3.08 =
0,0239; E: 5.53 -3.76 +4.35 - 4.48 — 6.33 - 6.36 = 0,022. Quindi noin vanno bene A ¢ C.
Seleziona le uguaglianze corrette
E sin(2x + y) = sin(2x)cos(y) + sin(2y)cos(x) |B| sin(2x) + sin(4dy) = 2sin(x + 2y)cos(x — 2y)
cos(8x)=cos*(4x) — 1 @ tan*(4x) = [1 — cos(2x))/[1 + cos(2x)] [E| cot(6x) = [co*(2x) — 1]/[2cot(2x)]
Sono corrette B — D
Selezwna i quadrilateri a cui si puo a pplicare il teorema di Tolomeo
A| Trapezio isoscele l Rettangolo Rombo @ Trapezio rettangolo |E l Aquilone
Nono sono ciclici i quadrilateri C, D ed E
Quali fra le seguenti espressioni equivalgono a sin(2x) + cos(4x)?
% 1 — sin?(2x) E 2s5in(45° — x)cos(3x — 45°) |C| sin(2x)[1 + 2cos(2x)]

—2sin(45° — x)sin(45° — 3x) [E| 1 — 8sin*(x)cos*(x) + 2sin(x)cos(x)
sin(2x) + cos(4x) = sin(2x) + 1 — 2sin*(2x) = 2sin(x)cos(x) + 1 — 8sin*(x)cos*(x) che rappresenta la E.
Oppure 25in(45° — x)cos(3x — 45°) = sin(90° — 4x) + sin(2x) = cos(4x) + sin(2x), che ¢ la B
Quale fra le seguenti ¢ una corretta espressione di sin(14/5)?

2s5in(28/5)cos(28/5) Vl—cos(28/5) 2sin(7/5)cos(1/5)

1- cos 7/5
@ 2

. E|Nessuna delle precedenti

Risposta corretta: C, basta applicare la formula di duplicazione.

Un valore approssimato dell’area del quadrilatero in figura ¢?
5,6 b 6,2/ 4,3 @ Non si puo determinare dai dati I, Nessuna delle precedenti

Risposta corretta: A, basta applicare il tgeorema di Brahmagupta.

Data la disequazione sin(x — 20°) > sin(x + 40°), quali fra i seguenti intervalli sono formati solo
da sue soluzioni?

[75°; 250°] |B| [82°; 300°] [C] [0°; 70°] D] [90°; 200°] [E] Nessuna delle precedenti

sin(80° — 20°) = sin(80° + 40°), quindi A non va bene; sin(260° — 20°) = sin(260° + 40°), B non va be-
ne; sin(20° — 20°) < sin(20° + 40°), non va bene neanche C. Risposta corretta: D

Quale fra le seguenti espressioni equivale a cos(x) + cos(2x) + cos(3x)?

sin(2x)[1 + 2cos(x)] E cos(2x)[1 — 2cos(x)] |C| cos(2x)[1 + cos(x)]
cos(x)[1 + 2cos(2x)] |E.| Nessuna delle precedenti

cos(x) + cos(2x) + cos(3x) = cos(x) + 2cos*(x) — 1 + 4cos’(x) — 3cos(x) = 4cos>(x) + 2cos*(x) — 2 cos(x)

— 1. Quindi risposta corretta: E
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Quale fra le seguenti ¢ una soluzione dell’equazione 2sin(x) — cos(x) =1?

% tan'(%%) [B| 2tan' (%) |C| 2tan1(2)

L’equazione non ha soluzioni I Nessuna delle precedenti
Usando le formule parmetriche ’equazione divine: 4t — 1 + 2 =1+£ =4 -2=0=>t=% =>x =
2tan”'(4). Risposta corretta: B
Semplifica sin(10x) + sin(4x)
Basta usare le formule di prostaferesi: 2sin(7x)cos(3x)
Sviluppa cos(3x + 2y)
cos(3x)cos(2y) — sin(3x)sin(2y)
Calcola ’area del triangolo di lati che misurano 2a,a+1,a+3,a> 1.

Applichiamo Erone : p=2a+2 = S=\/(2a+2)-2-(a+1)-(a—1) =2(a+1)\/a—1

L’area di un triangolo di lati a, b, ¢ e semiperimetro p si trova con la formula

S= \/p-(p —a)-(p—b)-(p—c) . L’area di un quadrilatero di lati a, b, ¢, d inscrivibile in una cir-

conferenza, ossia ciclico, si trova con la formula S = \/(p —a)-(p-b)-(p—c)-(p—d)

In un quadrilatero inscritfo in una circonferenza il prodotto delle misure delle diagonali & uguale
alla somma dei prodotti dei lati opposti.

(Accademia navale) Verificare che, dati tre numeri reali o, B,y # n/2 + kn,a+ B +vy = & si ha:
tan(a) + tan(P) + tan(y) = tan(a) - tan(P) - tan(y).

tan(a) + tan(B) + tan(y) = tan(a. + B)-[1 — tan(a)tan(B)] +tan(y) = —tan(y) + tan(a)tan(B)tan(y) +
tan(y) = tan(a) - tan(P) - tan(y).

(Accademia navale) Risolvere le seguenti equazioni: a) 4sin*(x) — 3 = 0; b) 4sin*(2x) — 1 = 0;

¢) sin(2x)/tan(x) = 0.

a) sin(x) = +\3/2= x=n/3 + kn v x =21/3 + kr;

b) sin(2x)=x %= 2x=n/6 + kn v 2x =51/6 + kn = x =7/12 + kn/2 v x = 57t/12 + km;

251 cos(x)

% M/cos(x)

(Accademia navale) Risolvere I’equazione sin(5x) — sin(3x) = sin(x).
2sin(x)cos(4x) = sin(x) = sin(x) =0 v cos(4x) =2 =>x=kn v 4x =+t /3 + 2kn =
x=knvx=x2n/12+ kn/2

=0=>2cos’ (x)=0; x = n/2 + kn non accettabile.

. . . . L. .. |sinx+cosx<1
(Accademia navale) Risolvere il seguente sistema di disequazioni { .
sinx—cosx <0

2t+1—t2<1

T2 2-1<0 O0<t<l

1+¢ =1, < = :>0<tan(£j<—l+«/§ = kn < x/2 < 1/8
2t—1+¢° <0 t"+2t-1<0 —1—\/§<t<—1+«/§ 2

1+¢°

+ kn = 2kn <x <n/4 + 2kn

(Accademia navale) Determinare i valori di k per i quali la disuguaglianza k - cos(x) — sin(x) + 1
2 0 ¢ vera per ogni x.

k-(1-2)-2t+1+£>20= (1 -k —-2t+k+12>0. Lequazione associata ha soluzioni

1+k
t_li\/1—1+k2 —

. . . .. 1
1% =< 1-k . La disequazione ha quindi sempre soluzioni solo se % =1=k=0.
_ | _

(Odontoiatria 2002) La funzione y = cos(x) - sin(x)
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A) ¢é periodica di periodo © B) non ¢ periodica C) ¢ periodica di periodo 3n/2

D) ¢é periodica di periodo ©/2 E) ¢ periodica di periodo 27t/3

y = Y4 sin(2x), che ha periodo 7. Risposta corretta: A

(Medicina 2004) L'espressione goniometrica sin(9x) — sin(3x) equivale a

A) 6sin(x) B) sin(9x) - cos(3x) — sin(3x) - cos(9x) C) 3 [sin(3x) — sin(x)]

D) 1/2 - [cos(6x) — cos(12x)] E) 2cos(6x) sin(3x)

Risposta corretta: E, basta applicare prostaferesi.

(Corso di laurea in Informatica, Udine 2009) Due angoli di un triangolo hanno ampiezza o e il
terzo angolo ha ampiezza . Si sa che sin(a) = 0,8. Allora sin(p) ¢ uguale a:

A) 0,48 B) 0,64 C) 0,72 D) 0,96

sin(B) = sin(180° — 2a) = sin(2a) = 2 sin(at) cosQar) =2 - 0,8 - \/1-0,8* =2-0,8-0,6 = 0,96.
Risposta corretta: D

65



