10. 11 calcolo differenziale

10.1 Le Derivate

Concetto di derivata di una funzione

Calcolare le derivate, se esistono, delle seguenti funzioni nei punti accanto indicati

Teniamo conto che finché le espressioni sono algebriche, contano solo i coefficienti di 4, pertanto ¢ del tutto
inutile calcolare gli altri, che spariranno al tendere di 4 a 0. Quindi in tutti gli esercizi in cui i calcoli sono
lunghi indichiamo con H tutti i termini che hanno /4 di grado superiore a 1.

1. a)fix)y=x2+x,x0=-1;b) fix)=2x2+3x-2,x0=0; ¢) fix) =3x+2,x0=1

(Crem) s (lem=[ ()" =1] e ongegen (D)

h—0 h h—0 h 0 R

33425 L 3R

h—0 h h—0 h _haOT_

2. afi)=-3+x-x+1Lxo=12;b) f(x)=x,x0=1; ¢) fix) =x*+x% x, =2

~(U2h) (124 R (V24 h) N=| (V2] + (12 =(112)+N] g3 3
y
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a) lim =lim—— " _-_=
h—0 h h—0 h 4
b) lim Vi+h-1 IRTRNN B ) ST GO b %

o0 h h—’oh(\/rﬂ) ”—’Oﬁ(mﬂ)
(\/5+h)4+(\/§+h)2_(4+2):limH+8ﬁZ+2ﬁh:10\/—

2

¢) lim
h—0 h h—0

3. a)flx)=-=x"+x% x,=—v2; b) fix)=2x-1,x0 =-1/2; ¢) f(x):\/x2+l,x0=0
(—\/5+h)5+(—\/5+h)3—(4\/5—2\/5) . H-20h+6h
=1lim

a) lim =-14
h—0 h h—>0 h
3
2(=1/2+h) N ~(-1/4x)  H+_h 3
b) lim =lim =—
h—0 h h—0 h 2
[12 1 1_ Z
¢) lim NI AT iy B I =0

h—0 h h—>0 }{(\/mﬁ-l)

4.  a)fix)=x*+1/x,x0=0; b) fix) =x*+ 1/x, x0=1; ¢) fix)=x>+x,x0=2
h*+1/h—(0+1/0)

a) E}H(} ; =? 0 non fa parte del dominio della funzione
2 3
b) llm(l+h) +1/(1+h)—(1+1)=hm(1+h) +1_2(1+h>=lim3_2=1
h=0 h 70 h(1+h) W0 1+
24h) + R +h—(8>
¢) hm( ) \X ( X)K):limH+l2h+h:13
h—0 h h—0
2

Tx+1
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3hX -5k
a) hm7h#=lim3h_5 =
h—0 b -0 Th+1
5(1+h) =3 5-3
9(h+1) +7(1+h) 9+7 5+5h* +10h—3 1 . H+80h-25h 55
b) lim =lim > ——=1lim =—
h0 h 40 (9K +18h+9+7+7h) 8h 08h(9h* +25h+16) 128
ln(Mj ln(1+hj
n(2+h)—In(2
¢) lim n( ) n( )=lim 2 =lim 2 lzl
h—0 h h—0 h h—0 h/2 2 2
ek _ ele" -1
d) lim ¢ —lim ( )=ee
h—0 h h—0 h
x+2 x—-5
a , X0 =—1; b) fix) =e*,x0=0; ¢ =—x0=1/2
VS (x)=3 5 ) ’ IR v v th
—1+h+2 —1+2
_ 3(=1+h)=5 3-5  h+l 1 . 8h+3h 11
a)a) lim m——+—=lm—=——
-0 h "0 h(3h—-8) 8h i-08h(3h-8) 64
2h 2h
b) lim&——' —lim&—1.0=2
h—0 h =0 2h
1/2+h-5 1/2-5
 8(1/24h)Y =3(1/2+h)+5 8/4-3/2+5 2h—9 9 jin H+22h+90h 112
©) lim =lim — —
=0 h h»Oh(16h2+10h+11) 11h h»011h(16h2+10h+11) 121
x> +3x-5 Tx* =5 x+x/;
a T x=2b — = = x0=2;¢) f(x)= ,x, =0
) /(%)= 4% + )f()5x+3—2 ) /() x-1"""
(2+h)2+3(2+h)—5_4+6—5
, 4(2+h) +1 l6+1 h +7h+5 5 .. H+119n—80h 39
a) lim =lim ———=Ilim =—
0 h h»ﬂh(4h2+16h+17) 17h  #>017h(4h* +16h+17) 289
7(2+h) =5 28-5
b) lim5(2+h)2+3(2+h) 2 20+6-2 g TH+28h+23 23 . H+672h-529h 143
0 h h»ﬂh(5h2+23h+24) 24h /Hoz4h(5h2+23h+24) 576
h+\/Z
-0
¢) lim-2-1 = lim hadh et lim

0 h hLO h(h 1) }EEN(;Z_\/_) "0 f — \/_
a) f(x) = sin(x), xo = 0; b) f(x) = cos(x), xo = 1; ¢) f{x) = sin(2x), xo = 7/2

2) limmzl; b) 1imM=o;
h—0 h—0

¢) lim sm(2h + 7[) —Szn(ﬂ') _ limL(Zh) _ lim{—Z Sin(2h)} _
h=0 h h=50 h h=30 2%

a) f(x) = cos(x/2), xo = w; b) fix) = sin*(x), xo = 15 ¢) f{x) = tan(x), xo = 0; d) fi(x) = sin(e*), xo=0

h+rm Vs . (h . (h

cos| —— |—cos| — —sin| — sin| —
( 2 j (2j - (2j - (2j 1 1
=lim =lim - ===

h—0 h h—0 h =0 h/2 2 2’
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i 1+h-1 1+h+1 2sin(1
. sin®(1+h)=sin*(1) . [sin(1+h)—sin(l)][sin(1+h)+sin(1)] oo ) sin(1)
lim =1lim =lim =
b) o h h—0 h h>0 h

sin ﬁ
2 (1+h+1
cos

5 )2sin(1) =2cos(1)sin(1) = sin(2)

=1lim
-0 h/2

%—Sin(h)—o :hm[ﬂ_sin—(}z)J

h—0 h h—0 h h
—2sin(2+h_2jsin(2+h+2j—ln(2h+2j

%ing cos(2+h)—ln(2h+2)—cos(2)—ln(2) _ %llff(} 2 2 2 _

b) h h
Sm(j
. ) ln(1+h)

—%gl(} sm(2)— P = sm(2) 1
c)
lim e +sin(2+h)—eﬁ —sin(Z) _ lim[eﬁ (emiﬁ _1) . Sin(2+h)—sin(2)} _
h=0 h =0 h h

h h h
NvEN 2sin (j 605(2 + j sin (j
e 1) ./ _ N:
=lim| ¥ ( ) 2+h 2+ 2 2) |~ lim| & 2 (2) = ¢ +cos(2)

h
] R e N R i e R NN ) R TE R PN

Scrivere, se esistono, le equazioni delle rette tangenti alle seguenti funzioni nei punti accanto indicati

11.

12.

13.

14.

a)fix)=2x+1L,xo=1;b) filx)=1-x,x0=3;¢) fix)=x*+4dx—-1,x0=1

a) La tangente a una retta ¢ ovviamente la stessa retta: y =2x + 1; b) y = 1 —x; ¢) Lasciamo per eserci-
zio il calcolo della derivata: y— (1 +4-1)=2+4)(x—-1)=>6x—y—-2=0

a) flx) = 2x3 + 3x2, x0 = =23 b) f{x) = 2x3 + 3x2 -1, x0 = —1/2; ¢) fix) = x*— 1, x0 = -2/3; d) f{x) = €%, x0
=1

a)y—(—16 + 12) = (24 — 12)(x + 2) = y = 12x + 20;

b)y— (—1/4+%—1)=(3/2 = 3)(x + %) = y = —3/2x — 5/4;

¢) y— (16/81 — 1) = (32/27)(x + 2/3) = y = —32/27x — 43/27;
d)y—-e=e(x—1)=>y=ex

a) flx) =X +x2+ 1, xo=-1;b) flx)=x5+x3+x, x, =23 ¢) fix)=In(x),xo=1
A)y—(-1+1+1)=CB-DHx+1)=>y=x+2;

b)y—(4N2 +242 +2)=(20+ 6+ )(x— V2) = y=-27x—20+2;
)y—-0=11x-1)=y=x-1

a) f(x)=vx+1,x0=1;b) f(x)=v2x* +x+1,x0=0

a)y— 2 =1/22)x-1)= 4y—2-x-32=0=4/2y-x-3=0=x-22y+3=0;
b)yy—-1=@4-0+1)2x=>y=x2+1=>x-2y+2=0;

3



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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1

2) f(x) i+1 =

x+2

2,xo—l 5¢) f() = 1,x0=0

,x0=0;b) f( )

a)y—(-1/1)=2/lx=>y=2x—-1;
b)y—1=4/9x-1)=4x-9y+2=0;
X +x x+1

c)y—2/(—- 1)=1/1x:>y=x—2
- 1 1
a) f( ) +1,x0—2 ; b) f( ) ?,xoz—g;c) f(x):m,x():]/z

a)y—6/5= 1/25(x—2):>x—25y+28=0;

b) y + 13/21 =22/49(x + 1/3) = 22x — 49y — 23 = 0;
c)y+t4=32(x—'%)=>y=32x-20

a) f(x) = cos(x), xo = m/3; b) fx) = sin(x), xo = ©/2; ¢) f(x) = sin(2x), xo = /4
a)y—" = —\/g/Z(x—nB) = 3x+2«/§y—7z—«/§:0;
b)y—-1=0x-7n2)=>y=1¢c)y—-1=0x—-n/4) =y=1

a) f(x) = cos(x/2), xo0 = 27; b) flx) = sin(2/x), xo0 = 3/m; ¢) fx) = cos(/x?), x, =2/ 7
a)y+1=0x-2n)=y=-1;

\/g 7[2( 3

b) y——=— x——j 27r2x—18y—67z+9\/§:0;
2 9 /4

)y—-1=0x—-~2/r)y=y=1;

In quali punti del proprio dominio, la funzione f (x) =+/x+1 non ¢ derivabile?
Dom(f): x > 1. lim\/erh+1—\/x+1 L Xthtlex-l b
h=0 h ’“_’Oh(\/x+h+1+\/x+1) 0 2hyx+1 24x+1

limite non ¢ finito solo se x = 1, ovviamente all’interno del dominio.
Dimostrare che se la funzione f{x) é derivabile in xo, allora anche fix) + k&, kR, lo ¢ e si ha:

Dlk+7(x)]._, =PL/(¥)]
f(x0+h)—f(x0)

, questo

xxo

f(x+h)+ K= f(x)- K

i S il h = /(%)

Dimostrare che se la funzione f{x) ¢ derivabile in xo, allora anche & - f{x), kR, lo ¢ e si ha:
D[k-f(x)]x:xo =k.D[f(x)]x:x0

limf(xo +h)—f(x0) =f'(x0);limk.f(x0 +h)—k-f(x0) =k-limf(x0 +h)—f(x0) =k-f'(x0)
h—0 h h—0 h h—0 h

Stabilire quali delle seguenti funzioni non sono derivabili nei punti accanto indicati, per quelle che non lo
sono stabilire, se possibile, se il dato punto é angoloso, cuspidale o di flesso

22.

23.

a) f( ):\/; xo=0'b)f(x)=ln(x2+1),x0=

a) hm 'fh2 = lim \/7 +00, non ¢ derivabile, non possiamo stabilire il tipo di non de-
haO*

h—0*

rivabilita perche la funzione non ¢ definita in un intorno completo di 0;

by fim )= (1) lim@ —1: Derivabile

h—>0 h h—0

a) f(x)=%,xo=0; b) fix)=2x+ 1| - [2x - 1|,xo =1 1/2

a) lim =lim ——— ﬁ =1; im ————=—1: Punto Angoloso;

h—0" ] h—0" ﬁ(h 1) h—0" ﬁ( )
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1 2nsa= e 2nA| (U =-1)  2uope2h-2  242h-2h-2
X, =—= lim = lim =4 lim ———=0;
b) 2 o0 h h—0" h h0" h
[Se2n N - 2h 1= (=) apogope2 o 2h-242h-2
x0=——:11m =lm—  =0; lim ———— =4,
2 h—0" h h—0" h h—0* h
entrambi punti Angolosi
|x|+|x+1|
24. a) f(x):—,xo=0vxo=—1;b)j(x)=ln(|x|+1),x0=0
¥ = +1
A+ +1 I
X, =0= lim |h|_|h+l| _|1|=1im —_ :+1+1 l limi 2}{ \ =2;
h—0" h 0| —h—h—1 h—>0" }{(—2}1 1)
. h+h+1 1 .. 2h+1-1
il G it P =
a) |h—1|+ e _H : Angolosi
——1:>1im|h_1|_h>1><< ! [l 11 T G
Yo = h0" h h0- 7%4_1% h—0 h -

_lJl p DR2ANL
\—hel=nJn oo f(1-2k) 7

In(|h|+1)=in(1 _
b) lim ()= tn(1) o ind h“):—kﬁm@ﬂ:mgolom

h—>0" h—>0" h h—0"

25. a)fix) = |x— 2|, x0=2; b) f(x)zﬁ,xﬁo

24+h-2|— -
a) lim Q = lim —h_ =—1; lim h_ =1: Angoloso;
h—0" h 0 h h—0" hy

"o
R b
b) Jim h _,}E}} R (h+1)
26. a) f(x)zsin(i/;),xo=0;b) f(x):\/m,xo=0
sm(%)—() .sin(%) 1 ) 1
R R el L e

/ -J0 / _ _
b) lim =lim ——=lim _|=h =lim| — -1 = —o0; hm—— lim =400 : punto cuspidale.
h—0" h—0" h—0" W h—0" h W0t B ko0t h2

27. a) fix) =sin(|x — =), xo = 7; b) f{x) = cos(|x]), xo =0

=1: Derivabile

=-+o0 : punto fi lesso ascendente

(13 = sin (0 e .
a) lim sm(| |) sm( ) = lim M =-1; lim M =1: Angoloso;
h—0" h h—0" h 0t h
b) Osserviamo che cos(|x|) = cos(x), quindi: £1n3 cos(k);cos(O) = hirrol cos(h) - =0 : Derivabile
28. @) f(x)=sin({x ), xa=03b) f(x)=sin(dx"),x0=0
sin(i/h_z)—o sin(%/h_z) 1 1
a) lim = lim = lim —= = —o0; lim —= =400 : Cuspidale;

h—0" h B h—0" %/h_z . ﬁ h—0" %/Z h—0" %
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‘ Sin(%/h_“)
VBT

3fh = En%% =0: Derivabile

\/; x>0 NES x=>0
29. =\ — ,x0=0; b = _ ,x0=0
a) f(x) {_ — X0 ) f(x) N X0

a) lim ~N-h = lim, / ;lil +00; lim ﬁ =+o0: Flesso ascendente;

=0 h h—0" 0tk

— 2
b) lim £ | _ =1; lim VA = lim Al _ lim 2 = 1: Derivabile
h—>0" h»O haO h =0 ) =0t h =0t
sin(|x|) x>0 ﬂ x>0
30. a) f(x)= - ,x0=0;b) f(x)={*"} ,x0=0
cos| [x——|| x<0 —|x|
2 — x<0
x-1
h—r/2|)— —/2 3 in(|hl)— j
a) lim COS(| " |) COS(| z |) = lim M =1; lim sm(| |) = lim Sm(h) =1: Derivabile
h—0" h -0k h—0* h h—0*
o, I
b) lim h=1  _fim— 2 . =1; lim A=l _ iy i =1: Derivabile
h0 h h0 ﬁ( ) > h—0" h h—0"* ﬁ(h _1)
I} >0
31 ) f(x)- RORES ,x0=05b) 7(x)= '|x| 20 =0
—ln(\/;) x<0 szn(|x|) x<0
a) Non continua: lim ln(\/_ ) =+400;
x—0"
h _
b) lim ——= sm(| |) = lim ——~= sm —1; lim \/7 hm =+00: Non derivabile a destra
h—0" h h—0" h > h—>0" h—0"

Dopo avere rappresentato le seguenti funzioni stabilire dove sono derivabili e quanto vale detta derivata.
Ricordiamo le funzioni: Lx] é il minimo intero contenuto in X; [x] ¢ il massimo intero che contiene X

1 x>0 ) )
segno(x)= , round(x) é ’arrotondamento di x
-1 x<0

32. a)fix)= Lx; b)g(x) = segno(x); ¢) h(x) = round(x); d) m(x) = L]+ x]

a) la funzione non ¢ derivabile per tutti gli x interi, mentre f'(x) =0, xe R\Z;

b) gx)=0,x #0;
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stavolta le discontinuita, e quindi anche I punti di non derivabilita, si

hanno per x=0,5. /'(x)=0,x € R:x-0,5¢7Z;

1

-2 -1 0

d)

laa): m'(x)=0, xeR\Z

x<0.b B x—1 x<O. L B 3x x<0
i g(v)- o) h(x)=

3x—1
2x+1

33. a) f(x) :{

varia il salto di discontinuita, ma ai fini della derivabilita si comporta come

x+1 x=20 x x=20

a) -4

, derivabile per x # 0. Negli altri casi la derivata ¢ il coefficiente angolare

2 x>0’

. : . o 3 x<0
della semiretta cui appartiene il punto, quindi: f '(x) = ;

4

b) .

Ragionando come prima, dato che le semirette sono parallele hanno lo

stesso coefficiente angolare, quindi g'(x) =1, x # 0.

4

2

©)

perd non ¢ derivabile in tale punto: /'(x)= {

a differenza delle precedenti la funzione ¢ continua anche in 0, ugualmente
3 x<0

1 x>0
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-x x<0 -1 x<0
4. a) f(x) 3x =9 x<2b)() 0<x<1;¢) h(x) 0<x<lI
. a xX)= ; = <x<l; = <x<
-2y x32 gl(x X X ¢) h(x X X
1 x>1 1 x>1
-2 0 2 4 g
-2
—4
-6
8
. . 3 x<2
a) si nota perfettamente il punto angoloso: f '(x) =
-2 x>2
2
5 0 2 4 -1 x<0
b) , entrambi punti angolosi: g'(x)=41 0<x<I
0 x>1

-2 ] 2 4

0 x<Ovx>1

) _ h'(x):{l

Giustificare le risposte alle seguenti domande

35. Se una funzione non ¢ derivabile in xo, possiamo dire che il suo grafico non ha tangente in xo?
No, per esempio dove vi ¢ un flesso a tangente verticale

36. Se il grafico di una funzione non ha tangente in xo, possiamo dire che non ¢ derivabile in xo0?
Si, perché I’esistenza della tangente ¢ necessaria, ma non sufficiente per la derivabilita

37. La derivabilita di una funzione in un punto ¢ condizione necessaria e/o sufficiente per I’esistenza
della tangente nel punto al grafico associata alla funzione?
Sufficiente ma non necessaria, vedi esercizi precedenti

38. In quale caso se f'(x) >0, V x € dom(f), la funzione ¢ certamente sempre crescente?

O<x<l

Se dom(f) = R, diversamente potremmo avere funzioni come questa
39. Possiamo dire che, per una funzione derivabile nel suo dominio, la condizione f'(x) > 0, V x €
dom(f) ¢ necessaria o sufficiente affinché f (x) sia crescente in tutto il suo dominio?
Necessaria, perché se la funzione ¢ derivabile e la sua derivata ¢ negativa la funzione decresce, se si
annulla vi ¢ un cambio di crescenza o una costanza
40. Trovare I’errore nella seguente procedura di calcolo della derivata della funzione sin(2x)
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2 sin \2x+h>29( -cos(2x+h+2xj
sin(2x+h)—sin(2x) . 2 2

lim =lim

h—0 h h—0 h

. (h Adx+h (A
sin| — |-cos| ——— sin| —
) 2 2 . 2 .. Ax+h ) dx+h
= ——~.limcos| —— |=limcos| —— =cos(2x)
h—0 h h—0 h h—0 2 h—0 2
2

=lim lim
2
] L . sin(2x+2h)—sin(2x) o .. ..
Il primo passaggio ¢: En(} P , quindi 1 successivi passaggi diventano:
5 sin 2+ 28 2 cos| 2XThT2x
. 2 2
lim -
h—0 h
Adx+h
2sin(h)-cos( J .
h
=lim 2 =lim sm( )-lim2cos(4x+hj =lim 2cos(ﬂj = 2003(2x)
h—0 h -0 h h—>0 2 h—0 2

Derivate delle funzioni elementari

Determinare le derivate delle seguenti funzioni, usando la formula stabilita dal teorema 8

1.  a)x%b) x2;¢)x d) \/x_s; e) (/x_3; f) Yx?; g) 1/x*

520 52 5Jx
a) D(x”?) = 72x"'; b) D( ) 2377 o) DE) = ex* 1 d) D( ) 5 x2 =% x2 = ‘/2_;
2. a) Uxe1; b) 1x%; ¢) 1/ 5 d) 1/2/x_5; ) 1/IVx
a)D(xel):—(eJrl)xez:—i:ze; b)Dx ™) =—nx™ 1= - — ;e)D(x ) =—Yx =~
5 1

d) D(x ¥%) = -5/6 x 110 = ;&) D(x 0 =—1/6x 75 =

6‘6/xll ’ 687

2
xe «/— xe+\/5

il T \/_

) o)

b) D(Xﬁ;} _ 3x/5—1x3~/§74 |
3

c) D[xﬁﬁlz”]: 2e+2\/2§_1+7[x26+2,?3+”

3. a)

4. a)eﬁ b) Vx' 3 ¢) ¥ s d)\/l_,e)mln
X X

e+l e-l1 2 —?+2e+3
a) D[xel—zJ _ —e +4€+1x ez .

2e—2 ’

1

N
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b) D| x2

d)Dlx?|=—=x 2 =- ;
2 2 xn+2
_E _n —h—m _n
e) D|x " |=—x " =
m mm xl‘l+ﬂl

Determinare le derivate delle seguenti funzioni, usando le formule stabilite dai teoremi 9 e 10
5. a)4e5;b) e ¢) e 2 d) 2515 e) 372 £) logs(1/x%)
a) D(4e") = 4¢%; b) D(ee®) = ee* = &+ 1; ¢) D(e'/e?) = e'/e* = e* %, d) D(2%/2) = 2°In(2)/2 = 2! In(2);

e) D(3"3ﬁ ) =3%1n(3)3" =3 1n(3) ; ) D[logs(1/x*)] = D[logs(x*)] =—4D[logs(x)] = x~l_n4(3)
6. a) log, (\/E ) s b) In(1/x9); ¢) logs(x) + log3(5x); d) logr(3x) — logr(x?)
2o plL o )1 = Dle - In()] = —e/i:
a) D{log5 [x ]:I = D{z log, (x)} = 2ln(5)x = ln(25)x ; b) D[In(x™¢)] = D[—e - In(x)] = —e/x;
¢) D[logs(x) + log3(5x)] = D[logs(x) + logs(5) + logs(x)] = D[2logs(x) + logs(5)] = - (23)x ;

In (7)x
7. a) 2/4%1; b) 39515 ¢) 44/8H1; d) 25%/5+-2
a) D(47/21) = D272y = D(2** ) = D2 - 2%) = 2In(2) - 2 = In(4) - 2*
b) DR=**1)= DB3** ) =D(@3 - 3% =3 In(3) - 3* = In(27) - 3*
¢) D3 %~ 1) =D )= D(1/2 - 4) = Y In(4) - 4 = In(4) - 225!
d) D(5% ¥ =D(5"2) =D(25 - 5°) = In(5)-5°™
8. a)logix)-log(4), x > 0, x # 1; b) log2(x)/logs(x?), x > 0; ¢) In*(x)-log«(3), x>0, x # 1

log, (4
a) Portiamo alla stessa base: w . l/ojig/)j =log, (4), che ¢ numero quindi la derivata ¢ 0;
ogsAx

d) D[log7(3) + logr(x) — 2log7(x)] = D[log(3) — log7(x)] =

l 2
b) log, (x) : Z)g;—(();)) = M hﬁ({l =2, ancora una volta derivata nulla;
1) _ 1(3)-in(x)= p - "C)

¢) In* (x) M .

9. a) log;(x')-log,(3),x>0,x=1;b) e; ) a**"

logs (3) 9log;(3)
a) 9log} (x) <~ =9log;(3)-logs(x) == D =—"2;
Iozs{x) In(5)x

b) D(e*e") =e‘e" " e ¢) D(a* a") = a" In(a) a* = In(a) a* ™"

10. a) fix) = [sin(x) + cos(x)]? ; b) fix) = sin?(17x) + cos*(17x); ¢) fix) = sec(25x)-cos(25x)
Sono tutte funzioni costanti, quindi la loro derivate ¢ 0

11. In quali punti la funzione f{x) = x> + 4x ha derivata nulla?
Fi)=2x+4=>20+4 =0 =>x=-2=f[-2)=—4

12. In quali punti la funzione f{x) = x>+ x* ha derivata nulla?
fl(x)=3+2x=3x+2x=0=>x=0vx=-2/3=£A0)=0 v A-2/3)=4/27

10
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13. In quali punti la funzione f{x) = x*+ x> + 1 & crescente?
i) =4 +2x=4x° +2x> 0 = 2x(2x*+1)>0 =>2x>0 = x>0

Operazioni aritmetiche elementari con le derivate

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni

1.  a)e’- (x* —4x + 12x2 — 24x + 24); b) e - [sin(x) — cos(x)]; ¢) x> - [3In(x) — 1]
a)et - (X —4xP + 1207 — 24x +24) + €° - (4x° — 12x% +24x - 24) =x*- &
b) e* - [sin(x) — cos(x)] + €* - [cos(x) + sin(x)] = 2 sin(x) - €,
¢) 3x% - [3in(x) — 1]+ x> - 3/x] = 9x? - In(x)

2. a)2x-sin(x) —x* - cos(x) + 2cos(x); b) sin(x) — x - cos(x); ¢) x*/4 - [2In(x) — 1]
a) 2sin(x) + 2x - cos(x) — 2x - cos(x) + x* - sin(x) — 2sin(x) = x* - sin(x);
b) cos(x) — cos(x) + x - sin(x) = x - sin(x);
c) 2x/4 - [2In(x) — 1]+ x¥4 - 2/x = x - In(x)

3. a)7x: [cos(x) — 2In(x)]; b) x — sin(x) - cos(x); ¢) x3/9 - [3In(x) — 1]
a) 21x%- [cos(x) — 2In(x)] + 7x> - [=sin(x) — 2/x] = 21x* - [cos(x) — 2In(x)] — 7x> - sin(x) — 14x>
b) 1 +sin(x) - sin(x) — cos(x) - cos(x) = 1 + sin*(x) — cos*(x) = 2 - sin®*(x);
c) 3x*9 - [Bln(x)—11+x%9 - 3/x =x*- In(x)

4. sin(x)- (2 -x*+2x* - 1)
cos(x) - (2x° — x>+ 2x* — 1) + sin(x) - (10x* — 3x? + 4x)

5.  cos(x)- (2x3 —x*+ x* - 3x)
cos(x) - (6x* — 4x> + 2x — 3) — sin(x) - (2x° —x* + x* — 3x)

6. a)-2x°. [4sin(x) + 6In(x)]; b) (2 — x?) - cos(x) + 2x - sin(x)
a) —12x° - [4sin(x) + 6ln(x)] — 2x° - [4cos(x) + 6/x] = — 4x> - [12sin(x) + 18In(x) + 2xcos(x) + 3];
b) — 2x - cos(x) — (2 — x?) - sin(x) + 2sin(x) + 2x - cos(x) = x* - sin(x)

7. a)3-(x2-2)- cos(x) + (3 - 6x) - sin(x); b) 5¢°. 1/x5 +3.x

a) 6x - cos(x) — 3 - (x* = 2) - sin(x) + (3x* — 6) - sin(x) + (x> — 6x) - cos(x) = x> - cos(x);
b) 5e*-[%+3-\/x_7 +sex.[—23+2.ﬁ :5e‘-[3-\/)7+%+2\/x_5—2—i
X X 2 X 2 X
8. a) 2cos(x)- 12/x* —5-4Bx ;b) —cos(x)+2n(x) /x

4
a) —2sin(x)-[%—5-@]+2cos(x)~ —4—§—£
x X o4ife
- —cos(x) +2in(x)
X —_ =
3¢
o xesin x +2 —cos(x)+2In(x)  3x-sin x +6+cos(x)—2In(x)
o T a 3<t/x_3 o af 3
9. a)(x+1)-[In(x)+x*;b) (x*-2x+1)-(F-x2+x-1)
a)ln(x)+x>+(x+1)-[Ix+2x]=In(x)+ x>+ 1+ 2>+ Ux + 2x =In(x) + 3x*> + 2x + 1 + 1/x
b)2x-2)- (- +x-1D+ > —2x+1)-Bx?—22+ 1) =5x* - 12 + 12x* — 8x + 3
10. a) (3 +x-1)-[In(x) +1/x?];b) (e + 1) - (e —4)
a) Bx2+ 1) - [In(x) + 1/X°] +(x +x—=1) - [1x=2/x*]= In(x) - B>+ 1)+ 3+ 1/ X2+ x> =2+ 1 —2/x?
1x+2/=In(x) - x>+ 1) +x>+2— 1/x— 1/x*+2/x°
b) (e +1)- (e —4)+(e"+1)-(e"—4) [a); b) 2> —3¢"]

1L 3x+3% [sin x +in(x)]

2

—cos(x)+2In(x) x * =
b)

sin x +—
X

11
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5
335

5.2 .
:—9%5-%1}1 x +ln(x)]+ il AT cosxx L
x
9l s 1
3x* N
93/x_2+5 [sin x +ln(x)]+ 93/x_2+3 [x~cos X +1]

3
12. a)x-sin(x)-e5b) x2- In(x) - e
a) sin(x) - e+ x - cos(x) - e +x - sin(x) - € = e - [sin(x) + x - cos(x) + sin(x)]
b) 2x-In(x)-&+x*-l/x-&+x>-In(x)-e= x-e - [(x+2)-In(x)+1)]
13. a) x*cos(x)-In(x); b) (e* + 1)*
a) 2x - cos(x) - In(x) — x> sin(x) - In(x) + x> - cos(x) - 1/x =x - {[2cos (x) —x - sin (x)] - In(x) + cos(x)}
b)(e+ 1) =e-(+1) +e - (eF+ 1) +e - (e+ 1P +e - (e5+ 1) = 4 - (5 + 1)
14. a) 2-3x-cos x e ;b) (e +1)- (5 =2) - &*

3+

1
cos x +—
X

]~[sin X +ln(x)]+ 3x+3/)c_3 .

-[sin X +ln(x)]+ 3+ - x-cos x +1 =

X . X X
A3 ) . as . 2cos x -e" —6x-sin x -e" +6x-cos x -e
——-cos x -e" —2/x-sin x -e"+23/x-cos x ‘e = =

2
a) 33/)72 33/x? ;
2e"- cos x - 143x —3x-sin x
3
b)e-(e"=2)-e+(e"+1)-e ¢ +(ex+l)-(ex—Z)-ex=€x-(ezx—26x+ezx+ex+ezx—2ex+ex—
2)26"-(362"—26"—2)

Calcolare la derivata delle seguenti potenze

15.  a) sin’(x); b) cos’(x); ¢) InS(x); d) e**; €) \/cos x

a) Ssin*(x)cos(x); b) —Tcos®(x)sin(x); ¢) 6In°(x)/x; d) 4¢*; e) %[cas X ]’E [—sin X ]: —sin x

2, /cos X
16.  a)In"(x); b) Vax+1;¢) Ox+1;d) Jx*+x—1

zln™! (x) . 4 2 2x+1

. 9 .
R rvors B v RNy R 33/(x2+x_1)2
17.  a) §jcos’ (x);b) §[sec’(x);c) %/(sin(x)+2)4 ;d) ﬁ[e" +ln()c)]3

_4sin(x) b) D[cos_m(x)]— 3sin(x) . 4cos(x)3 sin(x)+2 .

? 5«5/cos(x) - 85[003” (x) ’ 3 ’
3let+1/x]  3(xe"+1)
4{‘/6" +ln(x) 4x§/ex +ln(x)

18, &) [x - sin(OIs b) [V In x ]12
a) 8x7 - sin’(x) [sin(x) + x - cos(x)]

b) 12[\/;”’ x }11' In x \/; :12[\/;”! X }11\/;[111 . _’_2]:6)66‘1”1] . [Zn ; +2]

x 2x X

2x  x
19. ) [Vx-cos x | 3 b) [x* In()]"

=6x"-In"" x [ln X —|—2]

12



20.

21.

22.

23.

24.

25.
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. 4 .
cos X ] 4 cos x —2xsin x Sxx-cos” x [cos x —2x-sin x |,
—«Jxsin x :5[\/x cos x] . = 5

a) S[J;-cosx]- x e 5
b) 6[x'* In(x)] [14x"3- In(x) + x'* 1/x] = 6x33 - In>(x) [14In(x) + 1]

a) [sin(x)-cos(x)]%; b) [x7 - cos(x)]’

a) S[sin(x)-cos(x)]* [cos*(x) — sin*(x)] = 80sin*(2x)cos(2x);

b) 9[x7 - cos(x)*[7x® - cos(x) — x7 - sin(x)] = 9x%% cos®(x) - [7cos(x) — x - sin(x)]

7
a) %/x_4-ex ; b) [sin(x) - €]
6
a)7\/_ Ix-e -|-\/_ =7.¢-3x %/x_‘*,ex '4+3x:7'e7x'%/x7'4+3x;

3 3
b) 13[sin(x) - e”‘]12 [cos(x) - € + sin(x) - €] = 13sin'?(x) - e'* [cos(x) + sin(x)]
[cos(x) - e]'*- [In(x) - *]*
14[cos(x) - €13 - [=sin(x) - €+ cos(x) - €] - [In(x) - €]*+ [cos(x) - €] - 4[In(x) - €] - [1/x - " + In(x) -
'] = 2cos3(x) - ¥ - In(x) - {7[=sin(x) + cos(x)]- In(x) + 2cos(x) - [1/x + In(x)]} = 2cos"(x) - €' -
In’(x) - [-Tsin(x) + 9cos(x)] - In(x) + 2cos(x)/x]

a) —cos(x) - [sin*(x) + 2]/3; b) e** - [—cos(x) + 4sin(x)]/17

a) sin(x) - [sin*(x) + 21/3 — cos?(x) - 2sin(x)/3 = sin>(x)/3 + 2sin(x)/3 — 2cos*(x) - sin(x)/3 = sin’(x)/3 +
2sin(x)/3 [1 — cos?(x)] = sin>(x)/3 + 2sin’(x)/3 = sin’(x);

b) 4™ - [—cos(x) + 4sin(x)]/17 + e* - [sin(x) + 4cos(x))/17 = e* - [-4cos(x) + 16sin(x) + sin(x) +
4cos(x)])/17 = e* - sin(x)

a) x? - [2In(x) — 1]/4; b) —cos(x) - [sin*(x) + 2]/3

a) 2x - [2In(x) — 11/4 + x> - [2/x)/4 = x - In(x) — 2x + 2x = x - In(x)

b) sin(x) - [sin*(x) + 21/3 — cos(x) - 2sin(x)cos(x)/3 = sin(x) - [sin*(x) + 2 — 2cos*(x)]/3 = sin(x) - [sin*(x)
+ 2sin?(x)]/3 = sin’(x)

a) x - In*(x) — 2x - In(x) + 2x; b) x - [n*(x) — 3x - In*(x) + 6x - In(x) — 6x

a) [n*(x) + 2x In(x)/x — 2 - In(x) — 2 + 2 = In*(x);

b) In’(x) + 3x-In*(x)/x — 3In*(x) — 6x - In(x)/x + 6In(x) + 6x/x — 6 = In*(x) + 3In*(x) — 3In*(x) — 6ln(x) +
6In(x) + 6 — 6 = In’(x)

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni usando la regola di derivazione di un quoziente

26.

27.

a) cot(x); b) sec(x); ¢) csc(x); d) al ++11 5 e) x 2_1
X

= —csc? (x);

) D[cos<x>]: (s -eos(x)eos()

sin(x) sin’ (x) sin’ (x)

0 o - ) )

COS(.X) C’OS2 (x Sll’l2 (x)

x2+1—2x-(x+l) _—x2—2x+1‘

(x2 +1)2 (x2 +1)2

) 2% x —2x (—1):_3 OppureD[ ] DG Y

11x+3 x’ X+ sin x x+e*
a) 3 b) 5 €) ;d)

4x> -1’ 1+ x? X—sin x x—e"

2

: (407 =1)=8x(11x+3) 44> —2dx—11 _ 30°+(1427)=2xx" 443
a = : — :
(1+xz)2 (1+x2)2

(42° -1) (4x* -1)

13
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[1+cos x |-[x—sin x |—[x+sin x |-[I-cos x|
0 [x—sin x |
X sin @ x-cos €sin €55 € X —sin € x-cos € sin €I € —25in € 2x-cos €
[x—sin €D [x—sin €]
0 l+e" - x—e" —1—¢€" - x+e" :X+xeX_ex7&X/§(+xeX_ex%x/:2ex 1
x—e (—e"s (—e’cj

x+in x 2x—-1 | x—cos(x)

b

a) ’ 2 ’
x—In x 4x” -91 x + sin(x)
. 1 In
et ] vnorX e n 0129,
[x—ln x ]2 [x—ln @ [x—ln @
) 2(4x* —91)-8x(2x-1) _gx? +8x-182 ;

(4x* =01 (4 -01)

[l—l—sin X Hx—l—sin X ]—[x—cos X Hl—l—cos X ] _

[x+sin x]z
- X—l—sin Ox-sin (}Sin2 OX—FCOS @x-cos (}cos2 Q
a [x+sin @ a
_sin @x~sin @cos @x~cos Ol
B [x+sin @

e +x c sin(x)+1

X +x=2
a .

b)

X —x+2" " 14x*’ sin(x)—1
2x+1 X —x4+2 — ¥’ +x—-2 2x—1
2 2 -
) X —x+2
a 5
26 2 F A+ X g2 2K 207 HAx X0 Te<Z | —2x7 +8x
C—x+2> C—x—l—2j
41 14+x" — e +x2x o' fl14x% 412 —2xe" —2x% € X =2x+1 +1-x°
2 2 - 2 2 - 2 2 -
I+x I1+x I+x
b) , . ;
e x—1"+1—x 1+x x—1 '[6 - x—1 —l—x]
1+x 1+x

9 cos x [m—l]—[mntl]cos Q_ 2cos €)
.En(x)—lj .En(x)—lj

x +1 xt—x* sin(x)+cos x
a) 5——3b) —5——5¢) —
x =2 2x° -3 sin(x)—cos x
3x%- x" =2 —2x- X 41 3x' _6x? —2x* —2x  x*—6x> —2x
3.) 3.) ) 2 = 2 = 2 )

x =2 x*=2

14



31.

32.
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40 —2x - 2 =3 —dx 2P —x7 8’ 120 4K +6x—4x’ 24T 4x° —12x° +6x

b) = = ;
25* —3° G -3) & -3)
[cos X —sin(x)]-[sin(x)—cos X ]—[sin(x)—}—cos X Hcos X +Sin(x)] B
[sin(x)—cos X ]2 -
) B 23*}()9/Cm—cos2 € sin’ W cos’ € sin’ Q )
B [Sin(x)—cos @ B [sin(x)—cos @
2) e ‘b 1+In x ) e +in x
e —2 1—log, x e —In x
N ) o i
a) ’ 6 >?\8\= 2
2> €2
l—log, x 1+lnx , 5 _ n Oi—l—l-l
b) X +xln2 :n Nm ”()_ ln@l '
[l—log2 X ]2 x[l—log2 @ x[l—log2 @’
e)‘—lrl [ex—ln X ]—[ex+ln X ] e)‘—l xex—H[e"—ln X ]—[e"+ln x ]xe"—l
X Xl__ X R
0 [ex —In x ]2 [ex —In x ]2
B M+e"—xe"ln QUZ/O 2 4 e —xe'ln @LH/O_ 2e* [l—xln @
B x[ex—ln @ B x[e"—ln (]5
2) —2.e"2;b) In 2 -[1+ln 2 ];c e -In3 -[l-l-ln 3 Hl—x;ln x]
e —2 x-In [x] x-[ex-ln 3 —In x]
2
x*-In x Loy XeInx =2 sin(x)-cos x
Inx —1’ X ’ sin’ (x) +1
1 1
2x-In x —I—xx-x -[ln @1]—[36/2/'111 @;_2»1’12 @2x~ln wa%_
) O ) O E
_xw ©2m O] _x i Om €]
- kO OV
b) [N—f—l]x—[}h@ﬂ _ Xx+2
x’ x>

15
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[sinz()c)—cos2 X ][sinz(x)+l]—sin(x)-cos x -2sin x cos x

[sin® () +1]
B |1 = 2sin” (x)| [ sin (x) + 1] — 2sin’ (x) - cos” x
[sin2 (x)+ 1]2
9 sin’ (x) 41— 2sin’ (x) = 2sin’ (x) — 2sin’ (x)-[1 —sin” x | B
[sin2 (x)+ 1]2
_ 1 228ind(x) — sin® (x) — 2sin® (x) T 28in(x) 1= 3sin’ ()
[sin® () +1] [sin® () +1]
3. a) x-e xPeet -1 sin® x

X ; x ’c 3
x-e —1 x-e +1 cos’ x

B 2
e +x¢e - xe' -1 —xe-e+x-e* e 1l4+x - xe"—1 —x-e* 1+x

X 2 X 2
x-e —1 x-e —1

:ex 1+x-€f—l%): exG—x> ;
@ @D

e 2x+x> xe'4+1 — x*ef—1e" 14+x € @z'ex+%+2x+x2—x2'€x+1%€4+?€)

a)

b) x-ex—i—l2 (ex+1§
e’ €~ex+x2+3x+l>
(ex—kli
2sin x cos x cos® OSsin2 @2\@11 O sin (:[)cos2 € 3sin’ @
cos ™ O B cos* O N
sin (D—2Sin2 O3Sin2 (:]) sin (:[)+sin2 (:l)
cos* O B cos* O
ax+b ax* +bx+c a-+sin x
;b)) — HY
ax—>b ax” —bx+c b—cos x

JIE D E ) o
> @G>

2ax+b ax’*—bx+c — ax’* +bx+c 2ax—b

2

c)

34. a)

P 2
ax” —bx-+c

:,Zayxf—2abxzm+abx2%<+bc72ﬁz/3—2abx2>2ua&+abx2>b<+bc:.
@z—bx—kcj ’

b)

B 2b ax2+c>

- @z—bx+c§

16
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. . 2 . .2
cos X [b—COS X ]—[a‘f‘sm X ]Sll’l X b-cos x —cos” x —a-sin x —sin~ x

[b—cos X ]2 b—cos x ?
c)
_b-cos x —a-sin x —1
[b—cos x]z
35, a) a-sin x +b-cos x . b) a+e";c a+b-ln x
a-cos x —b-sin x b—e" b—a-In x

[a-cos x —b-sin x Ha-cos x —b-sin x }—[a-sin x +b-cos x H—a-sin x —b-cos x

. 2
[a-cos x —b-sin x]

B [a-cos x —b-sin x ]2+[a-sin x +b-cos x ]2

a) la-cos x —b-sin x ]2 :
@ -cos’ +b-sin’ x x —2absinecgos x_+a’-sin’ € b’-cos’ € I 2absin€s €
[a-cos € b-sin €]
DY @ €+ Yos’ € €+ i’ €cos’ €D JERE.
[a-cos @b-sin €] [a-cos ©b-sin €)  |a-cos b-sin €
e b—e +ate & € (73/4‘61%() e (+b_
b—e’ B (—ex§ - (—e‘*iy

b
o ;[b—a-ln x ]—I—[a—i—b-ln x ]i:b2_/ahm+a2wz &b
[b—a-ln X ]2 x~[b—a-ln @ x-[b—a~ln @

a+e” x-ln x
bh+e™’ x+aln x

b)

36. a)

: : b
ae™ b+e" — a+e™ be™  gpe™ +ae ™t —abe™ —be“?* ab e —e” + a—be*"”

a) = ;
b+ebx2 b_|_ebx2 b+ebx2

b)
[ln X —HH)H—a-ln X ]—x-ln X -

1+2
X

:M—l—a-lnz Ox%—yn/@bl-n:' € /a/h@}-:
[x—i—a-ln x]z [x—i—a-ln @
B a-n* Ox

[x+a-ln @

Utilizzando le regole sulla derivazione del prodotto o del quoziente e opportune identita, calcolare le deri-

vate delle seguenti funzioni. Si ha: sin(3x) = 3sin(x) — 4sin’(x); cos(3x) = 4cos*(x) — 3 cos(x).

37. a)sin(2x); b) sin(3x); ¢) sin(4x); d) cos(2x); e) cos(3x); f) cos(4dx)
a) D[2sin(x) cos(x)] = 2cos*(x) — 2sin’(x) = 2[cos*(x) — 2sin’*(x)] = 2cos(2x);
b) D[3sin(x) — 4sin’(x)] = 3cos(x) — 12sin*(x)cos(x) = 3cos(x) [1 — 4 + 4cos*(x)] = 3cos(x) [4cos*(x) — 3
cos(x)] = 3cos(3x); ¢) D[2sin(2x)cos(2x)] = D{4sin(x)cos(x)[1 — 2sin*(x)]} = [4sin*(x) — 4cos*(x)] [1 —
2sin(x)] — 4sin(x)cos(x)4sin(x)cos(x) = 4cos(2x) - cos(2x) — 4sin*(2x) = 4dcos*(2x) — 4sin’*(2x) =
4cos(4x); d) D[1 — 2sin?(x)] = — dsin(x)cos(x) = —2sin(2x); e) D[4cos’(x) — 3 cos(x)] = —12cos?(x)sin(x)
+ 3 sin(x) = =3sin(x)[4cos*(x) — 1] = =3sin(x)[4 — 4sin*(x) — 1] = = 9sin(x) — 12sin>(x) = —3sin(3x);
) D[1 — 2sin*(2x)] = —4sin(2x)2cos(2x) = —4sin(4x)

38. a)tan(2x); b) tan(3x); c) tan(4x); d) In(2x); e) In(3x); f) In(4x)
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Szn(2x) 2cos’ (2x)+2sin2 (2x) 2

a) D = 2 =7 ;
cos(2x) cos (2x) cos (Zx)
sin(3x) 3cos? (3x) +3sin’ (3x) 3

b) D = 2 = 2 ’
cos(3x) cos (3x) cos (3x)
Sin(4x) 4cos® (4x)+4sin2 (4x) 4

¢) D = 2 = 2 ’
cos(4x) cos (4x) cos (4x)

d) D[In(2) + In(x)] = 1/x e) D[In(3) + In(x)] = l/x; f) D[In(4) + In(x)] = 1/x;
Tenuto conto degli esercizi precedenti, congetturare il valore delle seguenti derivate,n € N
39. a) D|sin(nx)]; b) D[cos(nx)]; ¢c) D[tan(nx)]; d) D[In(nx)]

— Dk
cos (nx)
Determinare ’equazione della tangente alla seguenti curve di cui é fornita ’equazione, nel punto di
ascissa indicata
40. a)y=x’*+dx+1,xa=-2;b)y=6x>+4x? +x,x8=-2;¢)y=3x*-x+1, xc=-1
Yy—[(2P =2 -4+1]1=[2(2)+4] (x +2) =y +3=0; b) y — [6:(=2)° + 4(2) —2] = [18:(-2)* +
8(2)+1]-(x +2) =y +34=57-(x+2); y =5Tx + 80; ¢) y — [3-(-1)* + 1 + 1] =[12:(-1)’ ~ []x + 1)
=>y-5=-13x+1)=>y=-13x-8
41. a)y =sin(x), xp = 0; b) y = sin(x) + cos(x), xe = ©; ¢) y = sin(x) - cos(x) — 3, xr =1/2
a) y — sin(0) = cos(0)(x — 0) = y =x; b) y — [sin(n) + cos(n)] = [cos(n) — sin(M)|(x — ) =y + 1 =—(x
—m)=>y=-x+n—-1;c)y=sin(2x)/2 -3 = y—[sin(n) — 3] =cos(n)(x —/2) >y +3=—(x—1/2) =
y=—=x+m2+3
42. a)y=x-e, xc=0;b)y=x"In(x),xn=1;¢)y =x - sin(x), x1 = 7t; d) y = x* - sin(x), xs = 70/2
A)y-0=E+0x=y=x;b)y—[1-I(D]=[In()+1]x-1)=>y=x—-1;¢)y — [n - sin(n)] =
[sin(r) + m-cos(n)] (x — ) = y = —n(x — 1) = y = —nx + n%; d) y — [(7/2)? - sin(rn/2)] = [2-7/2 - sin(n/2)
+ (n/2)? - cos(n/2)](x — n/2) = y — n/4 = n(x — w/2) =y = nx — n*/4
Nelle seguenti famiglie di curve, determinare gli eventuali valori del parametro reale m, per cui la tan-
gente nel punto di ascissa x, risulti parallela alla retta r indicata
43. y=m-x*-5x*+13,x0=3,r:x-5p+2=0
Deve essere 3m-3> — 10-3=1/5 = 27m = 151/5 = 27m = 151/5 = 151/135
4. y=33+m-x>-3,x0=2,r:7x-2y+1=0
9(2)* + 2m(2) =7/2 = m=-65/8
45. y=m+x3-sin(x),xo=-1,r:8x+3y—-1=0
3(=1)? - sin(~1) + (-1)* - cos(~1) =—8/3 = 3sin(~1) — cos(~1) = —8/3 che ¢ una contraddizione
46. y=x-m-x-e, x0=4,r:Tx-5y+2=0

3@P —m- et (1+4)=7/5= Se4m:48—%:>m:

a) n - cos(nx]; b) —n - sin(nx); c)

233
25¢*
47. y=x+m-x-Inx),xo=-1,r:8x+y+2=90
Il problema non ha senso, perché —1 non appartiene al dominio della funzione
_ mx—+1 xX+m

48. a) y 1,xo=2,r:4x—y+1=0;b)y: sx0=3,r:3x+5y+2=0
m mx—1 —m mx—+1 -2 -2
y'= . - 4 m=22m-1">
a) mx—1 mx —1 2m—1
=8m’ —Tm+2=0=>A=49—-64<0
y,:x—m—xz—m: —2mz:> —217/12:_§:>10m:3 9— 6m+m?
b) x—m x—m 3—m 5

=3m*—28m+27=0=m=

14+/196—81 14+4/115
3 N 3

18



49.

50.

51.
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x+sin x
y=———,x0=1r:2x-3y+2=0
mx

1+cos x ]Mx [x+sm @ 14 cos O]+sm O 2 3-[cos Osin (]:
2

y \X 2

y:ey+m,xo=—2, r:Tx+y+2=0
e’ —m
e e—m —e e +m —2me* —2me2
y'= . — Zme - = Zme > =—T7=2me’=Te " —14me > +Tm’ =
e’ —m e’ —m e’ —m
T —16m+Te? = 0= m= o= “64 B Si*fg
7e* Te
Studiare al variare del parametro reale k, quante tangenti orizzontali hanno le seguenti curve
2
a)y=X+kd+x-1L;b)y=x'+hk-1;¢)p=xt—(k+1)- 3 +1;d) y=> +kk
x_
0 —B<k<\3
a) ¥’ =3x"+2kx+1=3x+2kx+1=0= A/d=k* -3, quindi avremo: {1 k=43

S52.

53.

2 k<—B3Vk>3

b) ¥’ =4x* + 2kx = 2x(2x* + k), quindi ha sempre una tangente per qualsiasi k, in x = 0. Ha altre due
tangenti se £ < 0.
c) y'=4x>—3(k+ 1)x* = x*(4x — 3k — 3) , quindi ha sempre una tangente per qualsiasi k, in x = 0, ne
haun’altrase k+1#0 = k#-1;
0 —1<k<0
2x x—k — x> +k 2 _ _
d y'= 5 =2 kazkéézkzjtk: 1 k=—-1Vk=0
x—k x—k 2 k<—1VEk>0
Date due funzioni non derivabili, il loro prodotto e/o il loro quoziente sono certamente non deri-
vabili? Giustificare la risposta.
No, p.e. fix) = g(x) = |x| = Ax) - g(x) = x*. Per il quoziente:

i —2 x<2
x  x<2 3—x  x<2 fx 3_x ¥<2 [ x 3-x°
fx= 5 ,g x = = = =D =
—x° x>2 2x x>2 gx x g x 1
-5 x2>2 —— x>2
2 2
fx| 2 1 [fx]
X — X
eD = 2:——:D
gx 3—x 2 gx

x=2 x=2

Le funzioni f{x) e g(x) sono derivabili nell’intorno di xo. (xo; f{x0)) e (xo0; g(x0)) sono punti di non
derivabilita dei tipi di seguito indicati. Stabilire che tipo di punto ¢

a) (xo0; flxo) £ g(x0)); b) (xo; flxo) - g(x0)); €) (X035 fixo) / g(x0)), con g(xo) # 0 e g'(xo0) # 0.
Entrambi punti angolosi.

b,g" (x))=c,g" (x,)=d

(x

Supponiamo che si abbia: /' (x,)=a, f " (x,) =
a) Siha: /" (x,)tg" " (x)=atc, /" (x,)tg" (x,)=b*d, quindi xo & punto angoloso se a + ¢ # b
+ d; diversamente ¢ derivabile;

b f'i(xo)g'i(xo):fh(xo)g(xo)"'f(xo)gk(xo):a'g(xo)"'c'f(xo .. .
) , quindi xo ¢ punto angoloso

f'+(x0)g'+(x0)=b-g(x0)+d-f(x0)
se a-g(x,)+c- f(x))2b-g(x,)+d- f(x,), diversamente ¢ derivabile;
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54.

5S.

56.

Carmelo Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Volume 5 — Capitolo 10 - Unita 1

f'_(xo)=f'_(xo)g(xo)—f(xo)g'_(xo)=a-g(x0)—c-f(xo);f'+(x0)=b-g(x0)—d-f(x0)
g (%) [2(x)] [e(x)] &) [e(x)]

quindi xo & punto angoloso se a-g(x,)—c-f(x,)#b-g(x,)—d- f(x,), diversamente ¢ derivabile

c)

(x05 f{x0)) punto angoloso, (xo; g(x0)) punto cuspidale.
Supponiamo che si abbia: /' (x,)=a, f " (x,)=b,g" (x,) > +0,g" (x,) > Foo

a) Siha: /" (x))£g" (x,) >0, " (x,)£g" (x,) > Foo, quindi xo ¢ punto cuspidale;

Foo f(x)<0 +oo g(x,)<0
b) f'_(xo)g'_(xo)—> F.I f( 0)=0,/"(x))g" (x,)>sF.I g(x,)=0 quindi xo ¢ punto cu-
( ) +© g(x0)>0

spidale se f(xo0) g(xo0) > 0 ¢ punto di flesso se f{xo) g(xo) <0, nulla puo dirsi se f(xo0) g(xo0) =0

c) Se f(xo0) # 0: ft (%) —>ioo;f‘i (%)
g' (xo) g' (xo)

— Foo quindi xo € un punto cuspidale, se f{xo) = 0 nulla puo
dirsi

(x0; f(x0)) punto angoloso, (xo; g(xo0)) punto di flesso.
Supponiamo che si abbia: /' (x,)=a, " (x,)=b,g" (x,) = +o0,g" (x,) = F0
a) Siha: /" (x,)£g" (x,) >0, " (x,)£g" (x,) = £o0, quindi xo ¢ un punto di flesso;
b) £ (x))g" (%) >0, £ (x,)g" (x,) > *o0 quindi xo ¢ punto flesso se f{xo) # 0, se f{xo) = 0 nul-
la puo dirsi

I (%) (%)
¢) BTYANEY
g (xo) g (xo)
Entrambi punti cuspidali o entrambi flessi.
Consideriamo solo il caso punti cuspidali. Distinguiamo 1 casi:

D) [ (x,) > %00, [ (x,) > Foo,g " (x,) > 00, 8" (%, ) = Foo;

i) " (xo) — too, [ (xo) — Foo,g"” (xo) — Foo,g" (xo) — Foo

a) Si ha: 1)

S (x)+8" (%) > Fo0, [ (x0)+ 8" (%) > Foos (%) =g (%) 2> 21" (%) —g" (%)) > 2
Quindi xo € punto cuspidale o non si sa;

Tutti gli altri casi, compreso quando sono entrambi flessi danno risultati simili. Quindi nulla puo dirsi

poiché 1 limiti potranno venire di uguale segno infinito oppure di segno infinito opposto o ancora for-
me indeterminate.

— +o0; — 100 quindi xo € punto flesso se f(xo) # 0, se f{xo) = 0 nulla puo dirsi

Derivate delle funzioni composte e delle funzioni inverse

Calcolare le derivate delle seguenti funzioni

1.

a)3x- [2-In(3-2x+1)|;b) In Jx—2 ;¢) log, x+/x

322 ;3 3 X0 +2x—2
a) y'=3]2—In X’ —2x+1 |-3x-———"—=—In X’ —2x+1 — ;
)y [ } ¥ —2x+1 ¥ —2x+1
) N ! > . 5 \/1 > = 3 ! > ovviamente la derivata ¢ definita solo per x > 2, dominio della fun-
xX— xX— X—
zione;
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1
1 -
+2\/; o 24x 41

x+\/; In 4 _4x- \/;+1 -In 2

a) x - [cos’( — 1)]; b) In [ln( Sin(x))}

c)

cos X cot x

[W] \/sm x 2\/sm X ln[sm x]

a) cos® x> —1 —2x*-sin 2x* —

sinl2x? = 2)+2x?
(2x*-2)

a) In(sin(x?)); b) S 5 ¢) In(ln(x + 1))
1 5 5 dx-cos 2x° —2 +4x x-cos 2x° —2 +x
a) -cos x~ -2x=2x-cot x~ ;b) = ;
sin x 8 2
1
x+1-In x+1

a) ¢ 5 b) sin cos Jx ;¢) sin(In(x?))

—sin NXx -cos[cos \/;} 2x-cos[ln X } 2'cos[ln x }
; C) =

2-\/; x’ X

a) ¢ 1 2x43 ;b)

3_ ] 3_ X nx2
2) 2x Sm(2x 2); b) 2 + : ¢) e
12
6x’ —cos 2x* —2 -6x*  x’:|l—cos 2x’ =2 xtin 22 n ¥
a) E };b)z“ 1+2" 2" -mz-[”x];
12 2 X
c)—e™ " -sin x

a) sin(x® + x* — x + 1); b) In{sin[cos(x)]}

_ 5 —cos[cos X ]-sin X
a)cos(x’+x"—x+1)-3x"+2x—1);b)

- = —cot[cos x ]'sin x
szn[cos X ]

a) sin{ln[cos(x)]}; b) sin{cos|Iln (x)]}

—sin x sin[ln X ]-cos cos[ln x]

=—tan x -cos ln[cos x] ;b) —
cos x X

[sin(3x) - cos(4x)]?
5sin*(3x) - cos*(4x) - [3cos(3x) - cos(4x) — 4sin(3x) - sin(4x)]

a) (ex2 .sin(x))6 s b) [(‘/x_3.llfz()c3 )T

a) 6% - sin’ (x)-[e’“2 -2)c-sin()c)+e”2 -cos (x)} = 6¢% - sin’ (x)-[2x-sin (x)+cos (x)] ;

7 ] i (7 2 - A )] P
b)

A ()

a) cos In[cos x] .

3x-In’ (x3)+12x
Ax

a) [In(x?) - sin(x)]*; b) ln( Jx ]
x+1

=81x” -In’ (x)-[ 3In(x)+4]
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11.

12.

13.

14.

15.
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}j-sin O G)os q)i 32[sin ®L @[Zsiz € 2x-cos € In @:

3 2 .3
4ln’ x~ -sin” x -|—

a)

_ 64[sin On @[sin @x-cos @w @

x+1 \/;
x\1\L 2Wx 1 x+1-2x 1—x

\/_ (4_15 \/_2\/—(+1> 2x- (—H

2) (2 — 1)y + I = 29)]; b) (v ¢>)

2
2x- [x—i—ln X —2x]+ x*—1 \1+ 2x 22 2x-[x+ln ¥ —2x |+ x*—1 X = i 2x—2:
x*—2x x’—2x
a) ;
710 )
=2x-[x+ln G—Zx]} ( z)g )
x°—2x

3Wx-e™ - e 2x-e 33 fx- 2x 41

b) > — .

a) —cos(4x) - [sin?(4x) + 2]/12; b) sin(3x) - [2cos*(3x) + 3]

a) 4sin(4x) - [sin*(4x) + 2]/12 — cos(4x) - [2sin(4x)- cos(4x) - 4]/12 = [sin*(4x) + 2sin(4x)]/3 — 2sin(4x)-
cos*(4x)/3 = [sin*(4x) + 2sin(4x) — 2sin(4x) + 2sin*(4x)]/3 = sin*(4x);

b) 3cos(3x) - [2cos*(3x) + 3] + sin(3x) - [4 cos(3x) - 3sin(3x)] = 6¢os*(3x) + 9cos(3x) — 12sin’*(3x) -
cos(3x) = —6c0s>(3x) + 10cos(3x) = 2cos(3x) - [5 — 3cos*(3x)]

a) ln{ln( 3x ﬂ, b) ln{sin[xz +3H
Sx+1 x+1

I 5T 3 @+IDNx 1
R
! X+ +
"[5x+1] ¢ x)”[5x+1]
1 ¥ +2) 2x x+1 —x* -3 x +2x—-3 x 42
b) S -cos . > cot
X2 x+1 x+1 x+1° x+1
sin
x+1
a) In tan(ﬁ 3 b) tan| In x+3
x“+2 | \2x-5
Cot[3x—1]_ 1 3x°46-6x" +2x 2 —3x*4+2x+6
2 — 2 - — 1) 2
X +2 cos® 733 I X’ 42 2sin 3jc ! -cos 3; L X’ 42
) x +2 x +2 x +2
a
2 34 2x 46 6x' —4x—12 SC[2—6x]
S,-n[@“—z] 42’ 242’ X' +2
x* 42
b) 1 2675 X536 _ 11
cos’ ln[2x+35] *+3 @_56 (+3)( 2x)os [x+35]]
X — 2x

a) \/{Zn(zﬁulﬂ ; b) sin(e?q
x -1
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2) = n[z"z”}.%.}«‘{—}(zx%i—%_ 9x ) ln[ﬁ}

X x> -1 x> -1
x+1

b) cos[e?ij.eﬁ. —I>x-1_2-e"! -cos(eiﬁq
(-X—l)z (X—1)2

n € N ; b) sin(x")-cos(nx),n € N

2x% +1 (XZ_I)Z (1—x2)-(2x2+1

nx

16. a) ¢
X

nx

a) Itne™ - x—e —1-—ne™ - x+e" :5&—6"‘”+nxe”‘”7n@’2'”{¥(—e”x+nxe”x,—bne/2’{_26’“- @1

2 —_— 9
x_e}'b\ (_ enx > éx _x>

b) nx"'-cos x" -cos nx —n-sin x" -sin nx

Sia f (x) derivabile per ogni x reale, che verifica le seguenti proprieta, h(x) composta mediante f(x) calco-
lare quanto richiesto

17, f10)=1,£'(0) =2, h(x) = L/fx), ' (0) =2
h(x) ¢ derivabile in x = 0 perché reciproca di f{x) che ¢ derivabile in x = 0 ed ¢ f{0) # 0. Si ha percio:
"(x (0
=L )= SO 2
[f ()] L7(0)]
18. fix)20, VxeR, f(1)=0,f"A)=1, h(x) =In|fix)], Q) ="?
La richiesta non ha senso perché /(x) non ¢ definita in 1: A(1) = In[f(1)] = In[0]
19. f2)=n/3,f'(2) =2, h(x) =sin|f(x)], h'2)="?
h(x) ¢ derivabile in x = 2 perché composta da funzioni derivabili. Si ha: 4'(x) = cos[f(x)] - f'(x) = h'(2)
=cos[f(2)] - f'(2)=cos[n/3] - 2=">-2=1
20. f(0)=2,f'(0)=1, h(x) =™, h'(0)=?
h(x) & derivabile in x = 0 perché composta da funzioni derivabili. Si ha: 4'(x) = &Y - f'(x) = h'(0) =
0 fr0)=e*-1=¢
21. fix)20,VxeR,f(0)=3,1'(0)=1,f"(0)=2, h(x) = ﬂ/f(x) ,h'(0)=7?

h(x) ¢ derivabile in x = 0 perché composta da funzioni derivabili e il radicando non ¢ negativo. Si ha:

"(x x)—f'(x -7]”()6)
() =L ) = SN B st Lrio] S
2.[1(x) 4f (x) 41 (x)f (%)

2:2.3-1> 11 113
h" 0)= — —
=#(0) 433 123 36
22. f()=mn/4,f'(1)=1/2,f"(1) = 1/4, h(x) = cos[fx)], K" (1) =?
h(x) ¢ derivabile in x = 0 perché composta da funzioni derivabili. Si ha: A 1(x) = —sin[f(x)] - f'(x) =
h'(x) = —cos[fAx)] - [F)] = sin[fx)] - f"(x) = h"(1) = —cos[AD)] - [ (D] = sin[AD] - £"(1) =~
cos(m/4) - [1/2]* — sin(n/4) - Va = —g —g = —g
23. fix)>0, VxeR, f(4)=1,f'@4) =-2, h(x) = sin{ln[f(x)]}, h'(4) =?
h(x) ¢ derivabile in x = 0 perché composta da funzioni derivabili e I’argomento del logaritmo € positi-
vo. Siha: h'(x)=cos {ln [f(x)]} % = h'(4)=cos {ln [f(4)]} % —cos [l”(l)]_Tz =2
24.  flx)>0, VxeR, fl0)=2,f'(0) = 1, h(x) = In[fx)], g(x) = " *~, g'(0) = ?

h(x) ¢ derivabile in x = 0 perché composta da funzioni derivabili e I’argomento del logaritmo ¢ positi-
vo, analogamente g(x) ¢ derivabile. Si ha:
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g(x)=e"V = g1 (x) =V -{—f ), 1} = g'(0)=e"/ Ok .{_f ), 1} _

f(x) f(O)
:ef"<2>.(1+1]:2-3:3
2 2

Calcolare le derivate delle seguenti funzioni
25.  a) [tan(x)]"™>* D; b) [In(x)]"™™

In\tan x
f x :eln x+1 -ln[tanx] :>f' x :eln X+141n[tanx]‘ [ ]—|—ln x+1 . 1 - —
) x+1 tan x -cos” x
a ;
" In|tan x l 1 " In{tan x 2.1 1
= tan(x)l(ﬂ)' [ ]+ T = tan(x)[(+l)~ [ ]—f— ks
x+1 sin x -cos x x+1 sin 2x
In|ln x l I In|ln 1
b) f x :elnx-ln[lnx] :>f' X elnx-ln[lnx]‘| [ ]_I_ % :[ln GSO [ @
X x-1 X

26. a) [sin(x)]<>®; b) x3*+1

a) [ x :elnx-ln[lnx]jf, . e;nxjn[,,,x].lln[ln X ]+ l}/,( :[ln @an[ln @,1
In€ L X

X X

b) f X :x3x+1:e3x+l-lnx :>fy x :e3x+l~lnx {3111 x +3x+1}:x3x+]‘3x+1+3x'ln X

X X

27.  [In(x)]*"®

f x :esinx-ln[lnx]jfy x :esinxlln[lnx]'{cos ¥ ln[ln X ]+ Sin X ]:

x-In x

wnx_1 X-cos x -In x -ln[ln X ]—I—Sil/l X

= In(x)

x
28.  [sin(x)]"®

f ¥ = eln(x)ln[sin x] - f' ¥ = eln(x)ln[.vin X ] ) lll’l[

sin x]+ln X -cos x}

X Sin x

In(xy-1 Sin X -In[sin X ]+x-c0s x +ln x

:[Sin X ]
x
29. a) [sin(x)]*; b) [In(x)]*

f ¥ :elnxAln[sinx]:>f, X :elnx.ln[sinx]‘[ll’l[

sin x] In x -cos x
+ :
X sin x

a)
[ . ]x sin x 'ln[Sin X ]—f—X'COS x -ln x
=|Sin x .

X

fx=e"mlo pox :ex‘l"[l”}-{ln[ln x]+x- ! }:

b) x-ln x

:[ln X ]H- In x -ln[ln X ]+1

Calcolare le derivate delle seguenti funzioni

X \ll—xz-(2+x2)

30. a)secl(x); b) cscl(x); ¢) ?-Sin’1 (x)+ 5
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1 . 4 1 1 cos’ y
xX=sec y = = y=sec X :>D[sec x]: = =— =
cos y D[sec y] D[l/cos y] sin y
? _ 1/x* _ 1/x* _ |x| _ 1
\/l—cosz y \/l—l/x2 xZ\/xz—l |x|-\/x2—1
. 2
X=csc y =— :>y:csc71 X :>D[csc71 x]: ! = 1‘ = Sy =
sin y D[csc y] D[l/sm y] —cos y
b
) 1/x* =X —|| -1

:—\/I—Sin2 y _\/l—l/x2 _x2\/x2—1:|x|-\/x2—1
_Zx
’ 1 Z/\ll—x2

-(2+x2)+ 1—x*-2x

x’sin™ (x) +x—- + =
C) 3 1—x2 9
3 N9, .3 9.3 3 2.3
= x’sin”" (x) + al + \2% al m 2x =+ 3¢ 3 = x’sin”" (x)

31— x? 91— x? 31— x?
a) (1 —x*tan™'(x)/4 + x-(3nx® + 2x* — 6)/24; b) x - cot ' (x) + In(x* + 1)/2
—\4\x3 . tan™ (x) N 1-x* N 127x° +6x* -6 e tan” (x)+ M N 27X + >< _
) X 4(1+x) 24 4 4
a 5

3
=—x-tan™ (x) + % =x {% —tan™ (x)} =x-cot™ (x)

-1 1 Zx _ -1
b) cot (x)—x-l+x2+z(l+x2)—cot (x)

2) _l.[g,.\/g.tan_l(\/g-x)+ln(3x2+1)—3x2:|;b) x-sin™ (x) /1= %
a) —— {3 J3- V3 6x}:_l.9>&_18x3>@—2x3_1'
3x +1

1432 9 1+3x7 143y
b) Sl-nfl X +\{%2:Slnl (:
X

<2x2 —1)-sin"1 (x)+x~ 1-x° ) X ln(x2 +1)—x2

a)

4 6
2
4x-sin 1()c)+ 2x 1 +1=x +x- _Z
a) 1-x° ZN1-x =X sml(x)+2 = =x-sin”' (x);
4 41-x°
2x 2x
3 - 3 3
b) x tanl( )+ al x4 =x tanl(x)+\\'x_2 E tanl(x)
3(1+27) 6 3(1 +1

75
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_ 4 2
. | Zx(;j/:_élf +8)+\/1—x2 -(12x3+8x)
- —X

x*-cos™ (x)-i—x—- - —

1—x2 75
b) =x4-cos_' (x)_ xs __3x5_4x3_8x+(1—x2)'(12x3+8X):
5\V1-x° 751 x°
o5 M% S8 J28T W S 8 L ()
1501 - x2

35. a)sin![sin(x)], x € [0, 7/2]; b) sin”[sin(x)], x € [n/2, «]
a) sin”![sin(x)] = x, quindi la derivata ¢1; b) sin"![sin(x)] = —x, quindi la derivata ¢ —1

36. a)sin![cos(x)], x € [0, 7/2]; b) tan~'[cot(x)], x € [0, ]
a) sin"[cos(x)] = sin ! [sin(n/2 — x)] = ©/2 — x, quindi la derivata & —1; b) tan '[cot(x)] = tan [tan(r/2 —
x)] = /2 — x, quindi la derivata ¢ —1

2 2
37. a)tan’ (l_xj, b) tan™ x2 3 ;¢) sin”' x2 3
I+x x =2 x +5

RO B b o s e
le[l—x]2 I+x° 122 PR+ 1% + a7 %ﬁ 2+2x"  14x%7

14+x

by 1 _2)‘6_2}2’6@“’)_ % e
H_[x2+3]2 €_2> x4 44t 6x2 49 %3_2)64—1—2)62—1-13,

x* =2

c) ! ,2x€{+5>2x€/ ) XAS 16x 4x
Jl_[x?—f €+5) A +10x2 £25 45 162> —9 €+5§ 45| 41
x* 45

’ -1
38. a) tan_l [%j; b) tan’l (x)tan (x)

a) 1 X(%/+3)—4X(%+2): M ' 10x _ 10x ,
. (3)6 +2] (2x2+3)2 4x* +12x° +9+9x* +12x° + 4 M 13x* +24x% +13

“1. -1 -1 Zn[tanl :'
D|:etan (x)ln[tan (x)]j|:tanl x tan (x) j i:]
b) . el >><@ L)
 In|t “(x) |+1
=tan™ (x)mn ) n[ « ]
x? +1
2_
39. a) cos‘l(3x xj;b) cotl( x2+3 j
x+1 5x° =2
1 C6x—1 x4l =3x"x Jx1 627 +6x K —1-3x" 4K
L 3x2—x2 x—i—l2 \/><+2x+1—9x4+6x3>.< ("Hé
a) x+1 ;
3x*+6x—1

B |x+1|-\/—9x4 +6x° +2x+1
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2
b) -1 5x—2-10x x+3 % 5 +30x+2 5%’ +30x+2
1+[ i3 ]2 520> 25x" —20x* +4+ x> +6x+9 % 25x* —19x* + 6x+13
5x* =2

40. a) sin' (x)‘wl(x); b) sin™ (%j
X

sin” ! (x)-n| sin” (x sinV(x Zn Sll’l 1
Dl ) a0

]
MMJ_

a) )
o In| sin™ +1
=sin”' (x)sm 0.2 [S’” (xz)]
1—-x
-2
b) ? — __2 X / — _2
x? xt=1 xdxt-1

Calcolare le derivate richieste

41, a) flx) =x° + x; Df1(0)]=2, DIF1(2)] = 23 b) fix) = x5+ x; D[f1(0)] = 2, D[f1(-2)] = ?
a) La funzione ¢ sempre crescente (f ’(x) =3x?+ 1> 0), quindi invertibile. L’inversa ¢ derivabile. Tro-
viamo i corrispondenti di 0 e di 2: x> + x = 0 :> x=0;x +x=2 :> X = 1 Quindi avremo:

D[fl(y)]:ﬁ:m[f ]_ 3. 02 LDl ]_ BEY 12+1 i;

b) La funzione ¢ sempre crescente (f' (x) = Sx +1> 0), quindi 1nvert1blle. L inversa ¢ derivabile. Tro-
viamo i corrispondenti di 0 e di 2: x> +x =0 = x=0; X’ + x = 2 = x = —1 . Quindi avremo:
1 1 1 1 1
D| f7(0) |= = =1,D[ r'(2)]= - _1
EaU) 7'(0) 5-0*+1 7)) S'(-1) s5(-1)'+1 6
42. fi-1)=1,f'(-1)=3; h(x) = tan ' [f{x)], W' (-1) =?
1 1 _1
) =Ly LED 33
1+ /2 (x) 1+ /2(-1) 1417 2
43. ) fix) =x>+x°, D[f'(2)] = 2, D[F'(0)] = 2; b) fix) =x7+x -2, D[f'(0)] = 2, D[f'(-2)] = ?
La funzione & sempre crescente (f'(x) = 5x* + 3x? > 0), quindi invertibile. L’inversa ¢ derivabile. Tro-
viamo i corrispondenti di 0 e di 2: x> + ¥ =0 = x = 0; X’ + x* = 2 = x = 1. Quindi avremo:
1 1 1 1 1
D -1 0 = = = ?;D -1 2 = = = — ;
L) 7'(0) 5-0*+3-0° @) /') 51°+3.1° 8
b) La funzione & sempre crescente (f'(x) = 7x° + 1 > 0), quindi invertibile. L’inversa & derivabile. Tro-
viamo i corrispondenti di 0 e di 2: x’+x —2=0=x=1; x’ + x — 2 = -2 = x = 0. Quindi avremo:

» 1 1 1 o 1
D[f (O)]zf'(1)=7.16+1:§’D[f (_2)]_f'(0)_7-06+1_

44. a) fix)=x-e*, x>0, D[f(e*)] = ?; b) fix) = x3/3 + 3x/2 — sin*(2x)/4; D[f1(0)] = ?
a) La funzione & sempre crescente (f'(x) = e** - (x + 2) > 0 se x > 0), quindi invertibile. L’inversa & de-

rivabile. Troviamo il corrispondente di e*: x - e® = ¢ = x = 1. Quindi avremo:
1 1 1
D| () |= = : b) La funzione & sempre crescente x) = x> + 32 —
O Y P =

sin(2x)cos(2x) > 0), quindi invertibile. L’inversa & derivabile. Troviamo il corrispondente di 0: x*/3 +
1 1 2

2 — sin*(2x)/4 = = 0. Quindi : D| 7(0) |= = ==
3x/2 — sin“(2x)/4 = 0 = x = 0. Quindi avremo [f ()] f'(O) 02+3/2—sin(0)cos(0) 3
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Calcolare le derivate delle seguenti funzioni, senza effettuare tutte le derivazioni (nelle risposte D, i indi-
ca le disposizioni di n oggetti a gruppi di k, mentre ! indica il fattoriale)

45.

46.

47.

48.

49.

a) DY¥[sin(x) + €*]; b) D*°[x - cos(x)]; ¢) D[x - In(x)]

a) Sappiamo gia che il seno ha un periodo 4 nella derivazione, mentre la funzione esponenziale ha pe-
riodo 0. Quindi facilmente si ha: D'[sin(x) + €] = —sin(x) + &*

b) D[x - cos(x)] = cos(x) — x - sin(x); D?[x - cos(x)] = —sin(x) — sin(x) — x - cos(x) = —2sin(x) — x - cos(x);
D3[x - cos(x)] = —2cos(x) — cos(x) + x - sin(x) = =3cos(x) + x - sin(x); D*[x - cos(x)] = 4sin(x) + x -
cos(x). A questo punto abbiamo capito lo schema: D*°[x - cos(x)] = x - cos(x) + 20 sin(x);

¢) D[x - In(x)] = In(x) + x - 1/x = In(x) + 1; D*[x - In(x)] = 1/x; D’[x - In(x)] = —1/x*; D*[x - In(x)] = 2/x°;
D[x - In(x)] = —6/x*

a) D3[cos?(x)]; b) D!%[sin(x) - cos(x)]

a) D[cos?(x)] = —2cos(x) sin(x) = —sin(2x); D*[cos*(x)] = —2cos(2x); D*[cos?(x)] = 4sin(2x); D*[cos*(x)]
= 8cos(2x); ...; D3[cos?(x)] = 128cos(2x);

b) sin(x) - cos(x) = sin(2x)/2; D[sin(2x)/2)] = cos(2x); D*[sin(x) - cos(x)] = —2sin(2x); D3[sin(x) -
cos(x)] = —4cos(2x); D*[sin(x) - cos(x)] = 8cos(2x); ...; D'[sin(x) - cos(x)] = 2'°sin(2x)

a) D!%[x2 - sin(x)]; b) D3(x - €); ¢) D!%(e*)

a) D[x? - sin(x)] = 2x - sin(x) + x% - cos(x); D*[x? - sin(x)] = 4x - cos(x) + (2 — x?) - sin(x); D’[x? - sin(x)]
= —6x - sin(x) + (6 — x?) - cos(x); DY[x? - sin(x)] = —8x - cos(x) + (-2 + x?) - sin(x); ...; D[x? - sin(x)] =
20x-cos(x) + (90 — x?)-sin(x);
b)Dx-e)=e"-(x+1);D¥(x-e)=¢e"-(x+2);D¥x-e)=¢"-(x+3);...;D¥x-e)=¢"- (x +8)

C) D(e4x) =4. e4x; D2(e4x) — 42 . e4x; D3(e4x) — 43 . e4x; ol D104(e4x) — 4104 . e4x

a) D*[sin(3x) + cos(3x)]; b) D*?[cos(2x)]

a) D[sin(3x) + cos(3x)] = 3 - [-sin(3x) + cos(3x)]; D*[sin(3x) + cos(3x)] = 3* - [-sin(3x) — cos(3x)];
D3[sin(3x) + cos(3x)] = 3* - [sin(3x) — cos(3x)]; D*[sin(3x) + cos(3x)] = 3* - [sin(3x) + cos(3x)]; ...;
D*[sin(3x) + cos(3x)] = 3** - [sin(3x) + cos(3x)];

b) D[cos(2x)] = —2sin(2x); D*[cos(2x)] = —2°cos(2x); D*[cos(2x)] = 23sin(2x); D*[cos(2x)] = 2*cos(2x);
...; D¥*[cos(2x)] = 2*%cos(2x);

a) D2014(x2013). ) P14 2014), ) P2014(;2015). q) P2014(x2016). o) [)2014(52050)

a) D(x?°1%) = 2013x%2%!2; D*(x?°1%) = 2013-2012x*°!!; D3(x2°1%) = 2013-2012-2011x%°; .. .; DPB(2013) =
2013|’ D2013(x2013) — O, b) D(x2014) — 2014)620]3; DZ(XZOM) — 2014'2013)&?2012; D3(x2014) —
2014-2013-2012x2°1%; _; D2013(x201%) = 2014!x; DX (x201%) = 2014 1; ¢) D(x*°1%) = 2015x214; D?(x?°15)
=2015-2014x%°13; D3(x*°1%) = 2015-2014-2013x2°12; .. .; D?13(x2915) = 20151x%; D?14(x2°1%) =2015!x;

d) D?*M(x2016) = 2016!x%/2; e) D?*"*(x?%%) = D1ps02014 - x°

Negli esercizi successivi » indica un numero naturale.

50.

S1.

a) D"[cos(x)]; b) D"[cos(5x)]
cos (x) n=4k
—Sin(x) n=4k+1 T
a) D"[cos(x)] = =cos| n-—+x |;
—cos(x) n=4k+2 2
sin (x) n=4k+3
5" -cos(Sx) n=4k
=5"-sin(5 =4k +1 0
b) D"[cos(5x)] = szn( x) " = (—5) -Cos (n oy SxJ
-5" -cos(Sx) n=4k+2 2
5”-sin(5x) n=4k+3
a) D"(€*); b) D"(x-€%); ¢) D"[sin(x)-cos(x)]
a) D(e3X) — 3e3x; D2(e3x) — 32 . e3x; D3(e3x) — 33 . e3x; ol Dn(e3x) =3n. e3x;
b) Generalizziamo facilmente 1’esercizio 47b: D"(x - €*) = €* - (x + n);
¢) Generalizziamo facilmente 1’esercizio 46b:
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2! -Sin(2x) n=4k
2" cos(2x n=4k+1 nel
D"[sin(x)-cos(x)] = el -sin(2(x) ) e dktd (—2) ' sin (n%+ 2xj
! -cos(Zx) n=4k+3

a) Dn(x2014); b) D2014(xn)
Generalizziamo facilmente gli esercizi 49:

a) Dn(x2014) _ D2014,n M 1<n <2014 )
0 n>2014"

b) DZOM()C") — | Dopsn X n=>2014
0 1<n<2014

a) D”[x-cos(x)]; b) D" |x-In(x)]

x-cos(x)+n szn(x) n=4k

n~c0s( ) X- Sm(x) n=4k+1

—n-sm(x) X- cos(x) n=4ak+2’

x~sin( ) n- cos(x) n=4k+3
(=1)"-(n-2)!

1)( ) n>1

a) Generalizziamo facilmente 1’esercizio 45b:D"[x-cos(x)] =

b) Generalizziamo facilmente 1’esercizio 45¢: D[x-In(x)] = [n(x) + 1; D"[x-In(x)] =

a) D"(x-¢**); b) D"(x2-¢¥)

a) D(x-e*) = (1 + 2x) - &¥; D?(x-e™) = 4(1 + x) - €¥; D3 (x-e*) = 4(3 + 2x) -¢**; D¥(x-e*) = 16(2 + x)
2" e -(2x+n) n pari

2".e* (x+gj n dispari

+1-2); D3(x2~e") =¢e- ()c2 +2-3x +2:3); D4(x2~e”) =e°- (x2 +24x +3-4); ... D”(x2~e") =e°- (x2 + 2nx +

n* —n)

a) D"[x2In(x)], n > 23 b) D" G* xj
-X

a) D[x%In(x)] = 2x In(x); D*[x*In(x)] = 2In(x) + 3; D3[x*-In(x)] = 2/x; D*x*In(x)] = —2/x*; D°[x*In(x)]

e*;...; D'(x-e¥) = ; b) D(x>€") = &' - (x* + 2x); D*’(x*-e") = " - (x* + 2-2x

_1 n+l 2 _3 !
=2-21/x; DS[x*-In(x)] = =2- 2 - 3/x*=-2- 3!/x*; ...; D" [x*-In(x)] = ( ) (n ) ,n>1;

xn—2

. . .31 !

b) D(ij: 2-1 : ;D{ij: 2.2 : ;D{ij: 2 3.4 ;...;D"(“sz 2n.n+1

I-x (l—x) l1-x (l—x) l1-x (l—x) I-x (l—x)
f(x) & definita in R, derivabile fino al secondo ordine, con f{0) =2, f/(0) = -4, f'/(0) = 3. a) Sia
g(x) = e + fix), Vx e R. Determinare g’(0) e g”(0). b) Sia h(x) = cos(x)-f(x), Vx € R. Determinare
I’equazione della tangente al grafico di A(x) in x = 0.
a) g'(x) = 2e* +f'(x) = g'(0) = 2" + f'(0) =2 — 4 = -2; g"(x) = 4&™ + f(x) = g"(x) = 4¢’ + [(0) = 4
+3 =7;b) h'(x) = cos(x)-f'(x) — sin(x)-f(x) = h'(0) = cos(0)-f'(0) — sin(0)-f{0) = —4; quindi I’equazione
della tangente ¢: y — 2 = —4x
Data f{x) derivabile in xo, per cui fixo) = 0 e f'(x0) # 0, la funzione 7/ f (x),n €N, supposta defini-

ta e continua in un intorno di xo, ¢ derivabile in x0? Se la risposta ¢ negativa il punto xo ¢ angolo-
so, cuspidale o di flesso a tangente Verticale"

Non ¢ derivabile, infatti D( .Siha:im—2~~72 - lim—2~7/

” 1 x—0" ” 1 x—0" ’l 1
ny

se n ¢ dispari, quindi punto di flesso a tangente Vertlcale. Sené¢ par1 invece la risposta dlpende dal se-
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gno di f(x) nell’intorno di 0. Se ¢ positivo da entrambe le parti sempre flesso, se negativo il limite non
esiste e se di segno alterno puo farsi il limite da una sola parte.

Possiamo dire che la derivata della funzione y =/n Jx ¢ y'x = 2L ? Giustificare la risposta.
x

No perché il dominio della funzione ¢ (0; +o0), quindi la sua derivata non pud avere un dominio piu

o . . 1 .
grande quindi la derivata e y' x = 5 ma ristretta a (0; +o0).
X

Teoremi del calcolo differenziale

Verificare la validita del teorema di Rolle per le seguenti funzioni, nell’intervallo a lato indicato, determi-
nando i valori in cui la derivata prima si annulla

1.

a) y=1+vJ—x"-2x+3,xe€ [-3;1];b) y=4—+—x>+5x+6 ,x € [2; 3]

a) Il radicando ¢ un polinomio, quindi ¢ continuo e derivabile nel suo dominio, che & proprio [-3; 1],

quindi si ha anche f{=3) = (1) = 1. Si ha; y'= ——2X_2

24—x* —2x+3

5
=y'=0=x=—
Y 2

=>y'=0=>x=-1;

—2x+5
2—-x>+5x+6
a) y=5+-x"+7x-10,x € [2;5];b) y=-5+—x"—2x+8,x € [4; 2]

b) Come ina): (2)=f(3)=4; y'=

Come nei precedenti a): (2) =f(5)=35; y'= 2t :>y'=0:>x:1 ;
2-x* +7x-10 2
, —2x-2 .
b) A4)=A2)=-5; y'= =y'=0=>x=-1
2-x* —2x +8

a) y=+3x’—15x+21,x € [1;4];b) y=v—x’+x+1,x € [0; 1]

a): A=225-12-21 <0 = dominio tutti i reali. {1)=/£4)=3;

, 6x—15 , 5
y'= =>y'=0=>x=—;
24/3x% —15x+21 2

1-5 145
2 72

b) dominio:[ :Wv:ojx:%

—2x+1
0,1 , 0)=A1 :1, L —
}D[ ]f() w g 2J-x* +x+1
a) y=x+v-x"—x+2,x € [-1/2; 1],b)y—X2+ [ \/_\/_]

a) dominio: [-2; 1] 2 [-1/2; 1], =1/2) = A1) =1;
—2x-1

y'=l+ ——
2\/—x2 —x+2

=8 +8x-7=0=>x=

=y'=0=2¢-x"—x+2 =2x+1= —4x" —4x+8=4x" +4x+1=

4472 2432 e 2432
4 2 2
b) la funzione ¢ pari, quindi assume lo stesso valori per ascisse opposte.

2x @H}zx @+4)
€+1) €+13

a) y = sin(x) + cos(x), x € [0; n/2]; b)y = sin(x) — cos(x), x € [0; 3n/2]

a) sin(0) + cos(0) = sin(n/2) + cos(n/2) =1, y' = cos(x) — sin(x) =0 = x = /4 ;

b) sin(0) — cos(0) = sin(31/2) — cos(3n/2) = —1; y' = cos(x) + sin(x) =0 = x = 3n/4

Se una funzione ¢ pari, continua in [-a; a] e derivabile in (-a; a), il teorema di Rolle puo sempre
applicarsi. Questa affermazione ¢ corretta? Giustificare la risposta.

Si perché per le funzioni pari si ha sempre fi—a) = f(a).

=y'=0=x=0
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7.  Se una funzione ¢ dispari, continua in [—a; a] e derivabile in (—a; a), il teorema di Rolle non puo
mai applicarsi. Questa affermazione ¢ corretta? Giustificare la risposta.
Si perché per le funzioni dispari si ha sempre f(—a) # f(a)

8.  Se una funzione ¢ periodica, continua e derivabile in R, il teorema di Rolle puo sempre appli-
carsi in opportuni intervalli. Questa affermazione ¢ corretta? Giustificare la risposta.
Si perché, detto P il periodo nell’intervallo [a; a + P] le ipotesi del teorema valgono tutte

9.  Fornire un esempio di funzione periodica a cui non puo applicarsi il Teorema di Rolle in nessun
intervallo.
Ovviamente deve essere una funzione non continua in tutti i reali la cui derivata non si annulla mai,
per esempio y = fan(x)

Trovare i valori dei parametri reali, se esistono, per i quali possa applicarsi il teorema di Rolle, alle se-

guenti funzioni negli intervalli indicati; quindi determinare i punti in cui si annulla la derivata

10. a) fix)=ax’+x%,x € [0; 1]; b) fix) =x>+1,x € [0; a]
La continuita e la derivabilita ci sono perché polinomi. Deve percio aversi: a) [0)=0=f1)=a+ 1 =
a=-1,dacuif'(x)=3x>+2x=0=>x=0(N.A.), x=2/3;
b) i0)=1=fa)=a’>+ 1= a =0, quindi impossibile

11. a)fix)=ax’+x+1,x € [0; 1]; b) fix) =e™, x € [0; 1]
a)fl0)=1=f()=a+2=a=-1,dacuif'(x)=2x+1=0=>x="%
b) f(0)=1=£(1) = e* = a =0, quindi impossibile

12. a)fix)=x+ax’-x+1,xe[0;1];b) ix)=x*+x*+a,x € [-1; 1]

) fl0)=1=f1)=a+1=a=0,dacuif'(x)=3x’-1=0=>x= —? N.A. \/g
b) f-1)=f1)perognia. f'(x)=4x +2x=0=x=0
Stabilire per quali motivi alle seguenti funzioni non puo applicarsi il teorema di Rolle, quindi stabilire se,

ciononostante, esiste c interno all’intervallo indicato in cui f'(c)= 0. Nelle risposte N.C. = non continua;
N.D. = non derivabile

13. a) y=x++x>—x,xe[0;12];b) y=x—x>, x € [0; 2/3]
a) la funzione non ¢ definita in (0; 1);

y':1+£$y':0<:)2\/x2—x:1—2x:M:l+m:0:l;
2Ux* —x

1—-2x 1 2
b) ¥(0) = 0 = »(2/3). y':—:>y':O<:>x:—€[();—]
2Jx—x’ 2 3

14. a)y=|x|,x € [-1; 1]; b) y = sin(x), x € [-2; 2]
a) Non derivabile in x = 0. La derivata non si annulla mai,
b) ¥(-2) #1(2). y' = cos(x) = y' =0 = x=1n/2 € [-2; 2]
15. a)y=x-p,xe[-1515b) y=3x, xe [-1;1]
—2x x<0

a) y(—1) #y(1) e non derivabile inx =0. y'= =y'x =0,VxeR;
2x x>0

2
b) Non derivabileinx=0; y'=——=y'=0,VxeR
Y 3%/; Yy

16. a)y=cot(x),x € [n/2; 3n/2]; b) y = In(x),x € [0; 1]

a) Non continua inx =m; y'=— =y'=0,WxeR;

. 2
sin” x
b Non continua in x = 0; y' = 1/x che non si annulla mai.
Verificare la validita del teorema di Lagrange per le seguenti funzioni, nell’intervallo a lato indicato, de-

terminando i valori per i quali si trova il valore medio

2
1
17. a) yz—”i, xe 3l y= v e 051l Oy = x € 152)
X
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18.

19.

20.

21.
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a) Continua e derivabile perché il denominatore si annulla solo in x = 1 ¢ [2; 3]. y'= —2 =
x—1
341 241
-2 31 2-1 -2
c=3=1 2-1 == x—1 =2=x=1-2¢ 23 vx=1+2¢€ 23
x—1 3-2 x—1
. x'+2x—1
b) Continua e derivabile perché il denominatore si annulla solo in x = -1 ¢ [0; 1]. y'=————;
x+1
I+1 1
*42x—1 1141 1 X —
x4+ x2 _1+1 1:>x —|—2x2 1:0:>x:—1—\/§§2 0:1 \/x:—l—{—x/ie 0:1
x+1 1-0 x+1
. o . e’ —e’! e —1 e —1
¢) Continua e derivabile nei reali. ) = ¢%; e* = =e' = =>x=In e —1;2
2+1 3e 3e
a) y=lIn(x),x € [1; e]; b) y = sin(x), x € [0; ©/2]; ¢) y:\/;,xe 0;1
/ —In1
a) Continua e derivabile per x > 0. )" = 1/x; l:uﬁl:L:Mc:e—le Le ;
X e—1 x e—1
b) Continua e derivabile nei reali. y' = cos(x) cos(x) =2In=>x= cos’1(2/n) € (0; /2)
1
c¢) Continua e derivabile perx > 0. y'=—— =1=Jx= :x——e 0;1
f f 4
ay=x'+x,xe[-I;1;b)y=x*+x+1,xe[-1;0];¢) y= 2x X € [2; 3]
a) Continua e derivabileneireali. )’ =2x+1,2x+1=1=x=0 € (-1; 1);
. e , 3 NG}
b) Continua e derivabile nei reali. y' =3x"+ 1,3x"+1=2 = x:—Te —1;0 \/x:ng —1;0 ;
c) Continua e derivabile per x ¢ {2; 3}.
3 2
—x'=1 —x"—-1 9_1 4-1 —x~—
y' = f = f 2_9 1 ;‘ L 12:—1;»24x L4 =Tx" — 142 +7 =
x —1

a) y=

= 7x' 38 17 =0=> x 19+4 B+AN30 5 53 vy 4/19+4
a) Continua e derivabile per x > 0.

+\/_ sin x l
2
2442

xeLb25b) y=——,x€|0
2 ‘2 1 24
_ :\/__

cos x +1
zF' NER

y'= 5
L /18-|-8\/_ /18-1—8\/_ 9+4J_
18— 8\/_ 324128

b) Continua e derivabile per x # © + 2km.

1
" 1 ! 0+1 = cos x +1=2= x=cos" T2 EO;Z
cos x +1 cos x +1 T 2 2 2
2

y=sin"\(x), x € [-1; 1]
Continua e derivabile in [-1; 1].
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22.

23.

24.
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T
y'= . =2 2:> ! :E:> 1—x2:£:>
=% ’\/l—xz 2 Ji-x* 2 ™
2 2
:>1—)62:izz>x2:7T 24:>x:i il 4E—l;l
s s s

y=ax*+bx+c,x € [m;pl,a#0,b,c,m,pc R
Continua e derivabile nei reali per qualsiasi reale a, b, c. y' = 2ax + b.
2 —am? — a@—-m" Yb@—m
ap® + bp < —am bm><:>2ax: Q ) ¢ >—b:>
p—m p—m
a m
a

2ax+b =

y=ax*+x+b,x e [m;pl,at0,b,m,pc R

Continua e derivabile nei reali per qualsiasi reale a, b.

ap’ + p 2R —am’ —m>R “Q‘”f)p_m_lj

3ax’ +1= =3a’x =
p—m p—m
2 2
a +mp+m 2 2
] 4 e D [P mp
3a 3a

2
y:a —Hzc,xe 0;1,a*> =1

x—a

Continua e derivabile in (0; 1) per a* # 1.

_~2 2 N2
O

xX—a l—a

:>x:a2:|:|a|\/a2—1 S (gl)<—IVa>l

Trovare i valori dei parametri reali, se esistono, per i quali possa applicarsi il teorema di Lagrange, alle
seguenti funzioni negli intervalli indicati; quindi determinare i punti in cui si applica

25.

26.

27.

a)fix)y=ax*+x,x € [0;1]; b) fix)=ax’ +x+1,x € [0; 1]

a) Continua e derivabile nei reali per qualsiasi reale a. 3ax* + 1 =a+ 1 = 3ax’ =a = 3x’=1,a #0

5 N

b) Continua e derivabile nei reali per qualsiasireale a. 2ax + 1 =a+ 1 =2ax=a=2x=1,a#0 =
x=%

a)fix)y=x+tax’-x+1,xe[0;1];b) fix)=x*+x*+a,x € [-1; 1]

a) Continua e derivabile nei reali per qualsiasi reale a. 3x> + 2ax — 1 =a = 3x> + 2ax — 1 —a =0 =

o 2 o 2
e a \/a3+3a+3§Z 01 V= a-+ (13—1—3a+3E 0.1

b) Continua e derivabile nei reali per qualsiasi reale a. 4x* +2x =0 = x =0
a) flx) =x* + 1,x € [0; a]; b) fix) = e, x € [0; 1]
a) Continua e derivabile neireali. 2x=a =>x=a/2 = a >0

b) Continua e derivabile nei reali per qualsiasi reale a. ae™ =¢“ - 1 =

o e —1 e’ —1 e’ —
e’ = =ax=1In =x=In|¢

1
,a>0
a a a
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Stabilire per quali motivi alle seguenti funzioni non puo applicarsi il teorema di Lagrange, quindi stabili-
re se, ciononostante, esiste c interno all’intervallo indicato in cui si ha la media

28.

29.

30.

31.

x+\/;

x—[x
a) Non continua; b) Non continua
a)y=|x—-2|,x € [0; 3]; b) y = cot(x), x € [r/3; 41t/3]
a) Non derivabile in x = 2, J; b) Non continua in x = 1t
Sia y = f(x) una funzione derivabile fino al secondo ordine tale che si abbia f(2) =5 e f(5) = 2. a)
Dimostrare che esiste ¢ € (2; 5) per cui si ha f'(c) = —1. b) Sia g(x) = f[f(x)]. Dimostrare che g’(2)

a) y=x++/x,x€ —1,0 ;b) y= ,x€ 0;1

= g'(5) e usare tale fatto per dimostrare che esiste almeno un k € (2; 5) per cui si ha g’’(k) = 0. ¢)

Sia poi A(x) = f{x) + x, dimostrare che esiste m € (2; 5) per cui h(m) = 0.

f5-r2 2-5
5-2 3

b) €@ =/ -£'00) = g2 =fTAD] - £'2) =£"[51-'2); £5) =TS - f'(5) =f"[21 - ' (5).
Si puo applicare il teorema di Rolle a g'(x) e si ha: gk) =0, k € (2; 5),

c) Sipuo applicare il teorema di Rolle a A(x): A(5)=f5)+5=2+5=7,h(2)=f2)+2=5+2=7

Nella tabella a lato indichiamo alcune informazioni relative a due funzioni continue e derivabili

=1

a) In(2;5) si puo applicare il teorema di Lagrange e si ha: ' x =

x| | (0| g0 | g’ (x)
16| 4 [ 2] 5
209 2 |3 | 1
3/10] =4 | 4 | 2
su tutto R, con g strettamente crescente. (111 3 | 6 | 7 | Definiamo la funzione h(x) =

flg(x)]. a) Dimostrare che esiste c: 1 <c <3, h(c) =5. b) Dimostrare che esiste c: 1 <c <3, h'(c) =
—5. ¢) Scrivere ’equazione della retta tangente al grafico di y = g7!(x), per x = 2.

a) Poiché g(x) € crescente abbiamo 1 <x <3 = 2 = g(1) < g(x) < g(3) = 4, quindi: 4(3) = f[g(3)] =
f4)=—1¢eh(1)=fg(1)] =£2) = 9. Dato che A(x) ¢ continua in (1; 3) possiamo applicargli il teo-
rema di esistenza dei valori intermedi, quindi esiste ¢: 1 <c¢ <3, h(c) = 5.

b) Alla funzione 4(x) possiamo applicare il teorema di Lagrange:

”x_h3—hl_ﬂgﬂ—ﬂgu_f4—f2__py__5
3—-1 2 2 2
¢) Poiché g(x) ¢ crescente ¢ invertibile e la sua inversa derivabile, inoltre g(1) =2 = g '(2) = 1, quin-
1 1 1
di si ha: D[g*] x ]:'— éD[gil 2 ]: T3¢ la retta cercata ha equazione: y — g7'(2) =
gy g

Dlg'®)]i=2-(x-2)= y-1=x-2)/5=>x-5y+3=0

Stabilire quali delle seguenti funzioni sono costanti e, nel caso, calcolarne il valore

32.

33.

a) sin ~1(x) + cos ~1(x); b) sin [cos(x)] — x

a) Il dominio ¢ [-1; 1]. Si ha: y'= 1

1
\/l—x2 \/l—x2

=0, quindi la funzione ¢ costante nel suo dominio

e vale sin ~'(0) + cos ~'(0) = n/2;

b) I dominio ¢ -1 < cosx) < 1 = tutt gli x reali. Si ha:
—Sin(x) —sin(x) 0 T+2kr<x<2kr o ) .
y'= —1= -1= , quindi la funzione non ¢ costante nel
\/1_0032 (x) ‘sin(x)‘ -2 2km<x<m+2kr

suo dominio, ma solo in delle restrizioni.
a) tan ~'(x) + cot ~1(x); b) tan "[cot(x)]
1 1

> =0, la funzione ¢& costante e vale tan (1) + cot (1) = n/2;
I+x° 1+x

a) [l dominioe R.y'=

2
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34.

35.
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. 1 -1 —sin® (x)
Y 1+ cot’ (x) sin’ (x) sin’ (x)
a) sin [cos(x)] — x, x € [-®; 0]; b) sin [cos(x)] — x, x € [0; 7]

a) Abbiamo gia visto, nell’esercizio 34b) che in [—m; 0], y* = 0, quindi la funzione ¢ costante e il suo
valore ¢&: sin [cos(—n/2)] + m/2 = sin "' [0] + /2 = 7/2
b) Sempre con riferimento all’esercizio 34b), stavolta la risposta ¢ negativa.
a) sin [cos(x)] + x, x € [0; ©]; b) sin[cos 1 (x)]

—Sin(x) 1o —sin(x) 2 T+2kmr <x<2krm
1—cos? (x) - ‘sin(x)‘ 0 2k <x<m+2km

7] la funzione ¢ costante e vale questo sin ~[cos(n/2)] + 7/2 = sin "'[0] + 7/2 = 7/2;
b) Per quanto visto la risposta ¢ ancora una volta negativa

b) Il dominio ¢ R\{2kz,k € Z} =—1. Non & costante.

a) Il dominio ¢ [-1; 1]. y'= , quindi in [0;

Mostrare che si ha la validita delle seguenti uguaglianze, precisando ’insieme in cui cio avviene e deter-
minando il valore del parametro k.

36.

37.

a) sin”' (\/1—x2 ) =cos™' (x)+k; b) sin™' (x) =cos™' (\/1 —x’ )+k; ¢) tan [cot(x)] =k — x

_12 0<x<l

a) Si ha: D[sin‘1 (\/1—x2 )J: ! —- ~Zx == - == IIX pertanto
J=(1-%) ZNV1=2 o i-x ~ —1<x<0
I-x

le due funzioni hanno Ila stessa derivata solo in (0; 1). In tale intervallo abbiamo

sin”! ( /1 —%J =cos™' [%) +k = sin” {g] = % +k= % = % +k = k=0. In effetti 'uguaglianza va-

le anche perx=0ex=1;

1
_ -1 ' —Zx _ X _ 1-x7
Ji=(1=) 2= it L
I-x

le due funzioni hanno la stessa derivata solo in (0; 1). In tale intervallo abbiamo

cos™ ‘/1—1 = sin”' 1 +k = cos™ ﬁ k=222 k=k=0. In effetti I’'uguaglianza
4 2 2 6 6 6

vale anche perx=0ex=1;

O0<x<l1

pertanto

b) Si ha: D[cos1 (ﬁ)}

. 4 3 1 -1 B —sin® (x)
©) St ha: D[tan (COZ(X))] 1+ cot’ (x) sin’ (x) sin’ (x)
stessa derivata per x # k7. Ma la funzione non ¢ continua, quindi non possiamo dire che le due funzio-
ni differiscono per una stessa costante, o perlomeno che la costante non € sempre la stessa. Infatti ab-
biamo per esempio tan [cot(n/2)] =k — /2 = tan '[0] =k — /2 = k = /2. Quindi per 0 < x < & si
ha: tan '[cot(x)] = m/2 — x; mentre tan "[cot(3n/2)] =k — 3n/2 = tan '[0] =k - 3n/2 = k=312 =
tan [cot(x)] =k — 3n/2, m < x < 2m; e piu in generale tan [cot(n/2 + hm)] =k — (/2 + hn) = k= (n/2
+ hr). Perciod tan '[cot(x)] =hn/2 — x, (h — 1)n <x < hm, h intero relativo.

2 r()[ — j+k i mnl(&):sml[ /ﬁ}k

_Ax
a) Si ha: | . 1 -1 Zd1+x* 1 x ox 1+x
o 2 )| 1 T o 2 2 _| |(1+ 2)_ -1
Ji+x Jl : J X (1+x))ﬁ2§“ x(1+x <0

1+x

=—1 pertanto le due funzioni hanno la

X
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Pertanto le due funzioni hanno la stessa derivata per x > 0 e si ha: tan '(0) = cos '(1)+ k= k=0
b) Il dominio ¢ x > 0. Si ha inoltre:

ol (V) = 1 s = s ;D{sin£ - ﬂ s x;l .
| Trx 24x 2 (1+x) F \/7 r 7

sl [x#l o 1
2 \/T(x+l)2 2\/;(x+1)X 2x (1+x)

Pertanto le due funzioni hanno la stessa derivata per x > 0 e si ha: tan ~'(0) =sin {(0) + k= k=0

38. a)2-tan’ (x)= tan™ (1 2x > j +k 3 b) tan [cot’1 (x)] = l+k
x

—-x
22
o2t TSty st
1-x° 14{ 2x jz (1—x2)2 1-2x" +x* +4x° \)&)\ 1+x 1+x7
2

1—x

Le due funzioni hanno la stessa derivata, ma non hanno lo stesso dominio, infatti la prima ha dominio
tutti 1 reali, la seconda invece x # +1. Quindi effettivamente in (—1; 1) si ha: 2tan(0) =tan(0) + k = k=
0. Per x <—1 abbiamo invece k=-meperx>1, k=7

Risultati analoghi si avranno per x > 1.
b) Si ha: tan[cot '(x)] = 1/x, quindi di fatto sono la stessa funzione.

39. a) tan’ (%] =sin”’ (Zx-\/l—x2 )+k 3 b) tan”™ (x)+tan” (xz) =tan"1()lc+x3 J+k
2

a) Il dominio della prima funzione & [-1;1]\ {i 7} , della seconda ¢ [-1; 1].

PR =y B e .
Dl tan™| ZXNIZX |2 | i |

2% —1 1+4x2-(1—x22) (222 -1)
(2x2—l)
2321 2(1_x2—x2).(2x2—1)—8x2-(1—x2)

=y = (22=T]
A 208 =8 e 2

1-x° 1-x
— 92 n2
D[sin_l(Zx- l—xz)}:;. N Zx( 2x) 1 2-2x"-2x _
\]1—4)(2 +4x4 '\/1 x \/(1—2)62)2 \/I_XZ
2 N2 2
B 2(1—2x2) e ) 2
A 2 \2

<——v—<x<l1
2 2

1—x*

Quindi le funzioni hanno la stessa derivata solo in [—l;—g}u(%ﬂ} e in tali intervalli sono la
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stessa funzione.
_ _ 1 ) Lt 5t +2x 4040
D[lan '(x)+1tan l(xz)]:“_xz +1+);4 _ (;L_’_xx;-).(;;ixf)
b) D{tan‘l[x"—xzﬂ: [ 1 ,(1+2x)-(1—x3)+3x2-(x+xz):

’ N x+x2]2 (1—x3)2

—-X
3
1—x

M '1—x3+2x—2x4+3x3+3x4_1+x4+2x+2x3

:172f‘(+x6+x2j>2f{+x4 M (1+x2)-(1+x4)

In x = 1 la seconda funzione ha una discontinuitd, pertanto abbiamo: tan '(0) + tan '(0) = tan(0) + k
= k=0,perx<I;mentreperx>1=k=n
Stabilire I’applicabilita del Teorema di Cauchy per le seguenti coppie di funzioni, nell’intervallo indicato.
Per quelle cui puo applicaris, determinare i valori per i quali si trova il valore medio
40. a)fix)=x*+x,g(x)=2x-1,x € [0;1]; b) fix) =x*—x,g(x) =x*+1,x € [-1; 1]
Sono polinomi, quindi funzioni continue e derivabili dappertutto:

a) Si ha g(1) # g(0): 2x2+1:2—_?:>2x+1:23x:%;
b) Si ha g(1) = g(-1), il teorema non ¢ applicabile
X X
41. a =—, =x,xe[0;1]; b =x, =——,xe|0;1
) f()=—7g(x)=x,x e [0:11b) f(x)=xg(x)=——,x € [0:1]
a) Continue in [0; 1] e derivabili in (0; 1), g(1) # g(0):

T e B OV R L)

b) Continue in [0; 1] e derivabili in (0; 1), g(1) # g(0):

i :1/12_?0:(x+1)2 =2=x=-1-V2¢(0;1)vx=-1+2€(0;1)
(x+1)’

42. a)fix)=In(x),g(x)=2x+1,x € [15 ¢]; b) fix) =In(x?),g(x) =x>+1,x € [1; e]

Vx__ 120 :l:L:x:e—le(l;e);

a) Continue in [1; e] e derivabili in (1; e), g(1) # g(e): =
2 2e+1-3 x e-1

b) Continue in [1; e] e derivabili in (1; e), g(1) # g(e):

2 2 2
e
43.  a) fix) = In(x), g(x) = In*(x), x € [e; €’]; b) fix) = €5, g(x) =x, x € [0; 1]
a) Continue in [e; €?] e derivabili in (e; €%), g(e) # g(€?):
i~ / —2_1:> ! —l:>21n(x)—3:>ln(x)—§:>x—\/e_36(e'ez)'
A 2in(x) 4-1"" 2in(x) 3 - 2T =

X

b) Continue in [0; 1] e derivabili in (0; 1), g(1) # g(0): eT =% e =e—-1=x= ln(e—l) € (0;1)
44. a)fx)=x*+x,g(0)=x" —x,x € [-2; 1]; b) f(x):il,g(x):x—_l,x e [2;3]
x— x
a) Continue e derivabili dappertutto, g(-2) # g(1): 32x2+11 = % =2x+1=0=>x= —% e(-21);
x? - +

b) Continue in [2; 3] e derivabili in (2; 3), g(2) # g(3):
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lz.x_= 3/2-2 :>( al ] =3:>L:i\/§:>x:3 \/ge(2;3)vx=3+\/§e(2;3)
(x—l) 1 2/3-1/2 x—1 x—1 2 2
X
45. = R =X, O;Z;b —
a)f(x) 1 g(x) x,x € [0;2] )f(x) I
a) Continue in [0; 2] e derivabili in (0; 2), g(0) # g(2):
— 2 — —
I-x 2:2/5 0:5—5x2:x4+2x2+1:>x:— /65 7¢
(x2+1) 2-0
b) Continue in [1; 2] e derivabili in (1; 2), g(l) # 2(2):

-1 5 2
-5 x _2/5—1/2:( x j I, X =1\E:x=1+2‘/§(1;2)

x*+1

5 x*+1

(@ +1) 241 5/2-2
46. a) f(x) = sin(x), g(x) = cos(x), x € [®/6; ©/3]; b) f{x) = tan(x), g(x) = cot(x), x € [n/6; n/4]
a) Continue e derivabili dappertutto, g(n/6) # g(n/3):

cots‘(x) 1/2-3/2 _mn(x)_ijmn( )=1=x=Z,
—sin(x) f3/2-1/2 NE 4
b) Continue in [n/6; 7/A4] derivabili in  (w/6; wA4), g(n/6) # g(n/4d):

! .—sinz(x)_l \/_/3 tnz(x):—3_\/g :>tan2(x):3_\/§+3\/§_3:
cosz(x) 1 1- \/_ 3(1—\5) 6

= o' ()= B an(o) = = e[ 27)

47. a)fix) = ax’*+ bx + ¢, g(x) = mx*+ nx + p, x € [0; 2]; b) f{x) = ax®+ bx + ¢, g(x) = mx + n, xe[4; 2|
a) Continue e derivabili dappertutto, g(0) # g(2)sep #4m+2n+p = 2m+n+0.
2ax+b 4a+2b+c—c _ 2ax+b 2a+b

= =
2mx+n 4dm+2n 2mx+n 2m+n
3W+2anx+2bm+\bn\:W+2bmx+2an+\bn\:>;
:>(an—bm)x=an—bm:>x=l,an—bm;é0

b) Continue e derivabili dappertutto, g(—4) # g(2) se 2m +n#—-4m+n= m #0:
2ax+b 4a+2b+c—-16a+4b—c

m 6m

=2ax+b=b-2a=>x=-1a=0

48. Se possiamo applicare il Teorema di Cauchy alle funzioni f{x) e g(x), sia scegliendo f come fun-
zione al numeratore, sia come funzione al denominatore, possiamo dire che il valore c trovato ¢
sempre lo stesso? Giustificare la risposta.

s 0)_S(0)=1(0) _ £'(x) _ g(0)-(a)
g'(x) g(b)-gla) f'(x) f(b)-f(a)
tori si annullano.

49. Se g(x) ¢ una funzione pari, continua in [—a; a] e derivabile in (—a; a), il Teorema di Cauchy non
puo applicarsi, quale che sia a. L’affermazione ¢ corretta? giustificare la risposta.

Si, perché g(a) = g(—a)

, dato che né i numetiratori, né i denomina-

Stabilire per quali motivi alle seguenti coppie di funzioni non puo applicarsi il Teorema di Cauchy, quin-
di determinare se, ciononostante, esiste c interno all’intervallo indicato in cui si ha la media

50. a) f(x)= zx_l,g(x)zx,xe[0;2];b)f(x)=x3,g(x)=x2,xe[—1;1]
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. . , . -x*-1  2/3-0 ) N .
a) f non continua in x = 1. L’equazione = ovviamente non ha soluzioni nei reali;

(xz+1)2 2-0

b) g(—1) = g(1). L’equazione non si puod impostare

51.  a) fix) =x7%, g(x) = |x|, x € [-15 2]; b) fix) =x%, g(x) =, x € [-2; 1]
a) g non derivabile in x = 0. L’equazione non si pud impostare;

2x 1-4 2 1
b) ¢'(0)=0. L’equazione — =—=—=——=>x=-"2¢(-2;1
18O a 3x> 1+8  3x 3 ( )

52. f(x) =3/x? ,g(x) :x,[—l;2]

fnon ¢ derivabile in x = 0. L’equazione non si pud impostare

Utilizzando, ove possibile, il Teorema di de L’Hopital — Bernoulli calcolare i seguenti limiti

. sin x +sin 2x . x+iInx ) * x+In x
53. a) lim ;b) im ——— 5 ¢) lim 36— d) im—
=0t T—cos 4x A | xo—00 X7 4 X =0t x+sin x
cos x +2cos 2x . 1+41 . .
a) lim =-+4o00;b) lim +1/x =0; ¢) Non ¢ forma indeterminata, ma 0/o0 = 0;
x—0" 4sin 4x xodoo gt

d) Non ¢ forma indeterminata, ma —o0/0" = —o0

\/—"‘\/_ x3—3x2+5x—2 \/_—|-4 \/_+4\/_

54. a)lim ——— )hrn ; ¢) lim
0" 2x+1In x x—1 —2x 4 2x—1 x—-2 —6x> +12x—8
a) Non ¢ forma indeterminata, ma 0/—o0 = 0;
. 4x =3x*—6x+5 .. 12x*—6x—6 .. 24x—6 18 3.
b) lim 5 > =lim > =1lim =—=;
= 4xT —6x" 42 =l 12x" —12x =1 24x—12 12 2
¢) Non ¢ forma indeterminata, ma 0/—64 =0
s
In x* =2 7x+ln(x2) ) cos [6x] In x° sin x
55. a) lim ———;b) lim— = ;c¢) lim ;d) lim ——3e) im——
xon2” [ m ] X0 5x+ln(3x3) x3 [7T ] olet —e =Tsing T—X
cos|— tan|—x
X 3
a) Non ¢ forma indeterminata, ma —o0/0" = —oo;
7+ 2)26 7+ 2 7
b) lim x2 = lim )3C=—,
X—>+0 X X—>+0 5.7 5
3x° X
—izsin [76T x] . l
1
¢) lim 11 1 L = 12 = 3 : d) Non ¢ forma indeterminata, ma 0/(e¢”' —e) = 0;
1+tan
¥ [ [3 ]
) i cos x _ —1 1
©m -1 1
A / 1— m—x "~
3-tan' x —7 Cnxt =2 C1—-In x e +In x
56. a) lim > ;b) im——; ¢) lim ;d) lim
x—3 X _3 x—e §in X —e x—e ex _\/; X+ ez ln x2
3 3 2x
11 +2 2
a) lim Itx? 143 _ 3 ﬁ ; b) lim—*—= 2 ; ¢) Non ¢& forma indeterminata, ma
=3 2x 23 8\/§ 8 e cos X—e e
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0

e’ — \/E
d) Al denominatore vi ¢ una forma indeterminata oo — oo, che si elimina facilmente utilizzando il prin-
e +in x e +1l/x e

cipio di sostituzione degli infiniti: lim ————= lim > li —= lim —=0
X——+00 e x X——+00 2@ x X—+00 2e x X——+00 26
. 2tan' x —7 . e —é . 2 : 2
aj lm—— ;3 b) lm—; ¢ Ilm————; d) Ilim

2 fan (x -2)

e)lim
X3 Sln(x —x—6)
X 2
a) Non ¢ forma indeterminata, ma 0/1 = 0; b) limf— = - e
2 1+ tan (x—2) 1
¢) Non ¢ forma indeterminata, ma 1/00 = 0;
2x 2x 2x 2x 2x
d) lim 2e ~ lim 2e _ 2xe ~ lim 2e™ +4xe — 400
X—+00 2x x—+oo X —|— 2 X—400 x _|_ 2 X—+00
I+— —_—
X x
1 1
) lim 2Nat] _4_ L

x¥3 (2x—1)cos(x2 —x—6) 5 20

—x 3 2 .1 | 1+ 3 _1
a) lim — 3 b) lim al 24x x+32 ;¢) lim o (x) 5 d) limL(x) ;e) lim¢
e tan =l sin (x —-2x+ 1) =0 x =0 sm(x) x>0 sin(2x)
. *—4x-1 -2
a) Non ¢ forma indeterminata, ma oo/(n/2) = +oo; b) lim 3x al =—1;

¥l (4)63 —2)cos(x4 —2x+1) B 2cos(0)
1
5 2
) lim— =15 ) lim Y= gy gy 203

1
70 (] = 2 x>0 cos(x) 0 2¢os (2x) 2
i 3X-ln(x2) b i (x—l)s—l - sin(\/x2+3—2) & i ln[cos(?)x)]
a) lim s b) lim~————=3¢) lim s d) lim
=l sin(\/2x— —1) ¥2 ln(x2—3) x> (x2—1 ? 0 4sin(3x)—6sin(8x)
cos(\/x2+3—2)
3111(x2)+3x'2)C 5( 1)4
- ’ - . O\~ 5 : 24/x” +3
l X —lim62x—-1=6:b) im—=—L ==:¢) I =—w;
. g ZCOS(\/2x—l—1) e )xlfg 2x 4 9 S0 2(X2—1)'2x *
x* =3
Z\2x-1

3sin(3x)
d) lim c0S(3x) _ 0 _0
x>0 12(:05(3x) —48003(8x) =36
n(10—x*
a) lim— 2+ x) . b) lim n(10-x')
x50 Szn(x + 1) + (x + l)- cos(x) 3 1 —cos (x - 3) +2x-sin (x2 - 9)
ln(2)

a) Non ¢ forma indeterminata, ma ————;
sin (1) +1
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-2x
_—6 1

b 1 10—x7 S
)Xlilgsm(x 3)+2sm(x —9)+2x 2x- cos(x —9) 36 6

ln(1+m)

x-ln(x+3) e +1 ) ln(x+1)

61. a) lim s b) lim ;¢) Iim———— 5 d) Iim——————
x—2" (x—l)-sil’l(x3—8) X—>+00 /x3—17x+1 xe_oosx4_ _12 x—0 (1+x)£—e
1
(1+x=2)-2dx -2 |
a) lim = lim =400,
X2 sm(x —8) (x—l)-3x2-cos(x3— ) =2 2 x — [sm(x —8)+1 12- 1}
In(x+3)+— In(x+3)+1 2[In(x+3)+1] : dfx
b) Jim x+3—l m —————=lim ———=——==[im x+3—llm =0;
X0 3y —17 x>+ 3x X—>+00 3\/; X—HO"L v—>+°°3(x+3)
2 17211 2\/x_3 2x
c) lim nd = lim - = lim 7 = lim 7 =+0;
>0 20x° =1 == 60x> —>=120x =120
1
I} 1
i iy <l o -l ——
e * —e 1 li—ln(ler) li—ln(1+x)
(1+x)x' = 2 et 2
X X
d)
 tim| L. ST L Cpim| L2 |y 20 2
0| e X —l}’l(1+x) x>0 e IM_ 1 0| e N_x x—0 e e
I+x i (1+x)2 1+x_ I (1+x)2 |
1
Y Y sin[vx—-4-1 In x> —4 ()=
62. a)lim ;b) limg; ¢) lim ( );d) lim se) limw
pan ( 7 j e x5 x-ln(x2—24) w2t [7T ] 0 x—tan (x
tan| x+—-1 e tan|—x
2 4
1
_etfl
1 1
2 — 1\ _
TR LB Caul) N __.lim (=) 202D -
a) 1 —cot( ) Xl 1 ol (x—l) x>l sin (x 1) xolt 2sin(x—1)cos(x—1) ;
i’ (x=1)  Gin? (1)
_ e
=lim .Z(X 1) =lim 2 =]1= lim—e*! =—w0
X1t sm(2x—2) X1t 2cos(2x—2) xolt
I b ,
Jx— N -4 2(x—4 -4
b) lim x2 x—3 —Zim#:lim(x ) = lim (x A) —lim(x ) =..., sl entra
x—4~ — x—4—x x—4" > x—4" — x—4" — x—4" —
e . 5 e . 5 8e~ e* 16¢*
(x—4) (x—4) 32

(x-4)’
in un ciclo e quindi non si puo usare la regola, valutiamo quindi gli ordini di infinitesimo stabilendo
che i limite ¢ del tipo 1/0 = oo;
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o iy B e
ln(x2 —24)+ 5 X
x- =24
sz 8x- cos? [W x] 8cos? [Z x) —8x-2cos [Z x) sin [Z x]Z 0
d) lim —X =4 _ lim = lim =— =0
x—2* T x—2% T x2 _4 x—2* 27‘(‘x 47‘(‘

L X
2 1= 42 2 .2 2
e) liml_Azlim1 1-x _1+2x :lim#=lim—2 1-x* _ 1.
x—0 1 x—0 \/1_x2 X x—0 X

1—
1+ x?

x—0 )x 2 ’

Trasformando le forme indeterminate in modo da utilizzare il Teorema di de L’Hopital — Bernoulli, se
possibile, calcolare i seguenti limiti

63. a) lim e "-x ;b) ling[sin_l(x)-ln(x)];c) lim ln(x)-sin(x)];d) lim [ex—\/;]

X—+00 x x—0" X—>+0

a) lim L~ lim L:O;

X—+400 ex X— 400 ex
1 2ln(x) o)
sin (x) o imx =t (x) C2n(x) X
b) im 1( ):{ff% Sl 1( ):,{’L’S _}1( = lim 1()={ngg_il=%(—2x)=o;
ln(x) In* (x) X £ ¥ 2
1 2
o tim ) _ gy 050 1)
w01 a0 —1/ 0t ;1
In(x) In* (x) ¥
1 1 1 1 24X —¢e*

et =24x }ﬁ( et =24
m . m  ——=
X—>+0 }5 2x+1 x>t0 Dy 41

S5x+3
64. a) lim (3’”;) s b) lim [sin(x)]’”(");c) lim {x/x—z-tan(zﬂ;d) lim x*
x—2" X

X—>+00 3x+ x—0" x—+00
32F7 Ox+69x -3
ln[ Sx+l ) ln( Sxil ) 3wl (3p40)f
Jxt2 lim —3X+2 fm ———=% -3(5x+3)
(5x+3)~/n(3x+l] L b 2 lim ) =75 )
. 2 . S5x+3 x40 5(3x+1)(3x+2 s kY
Q) lim e 42) _ i e 3 — 573 —p (5x+3) — 3B )=e45=e3;
X—>+0 X—>+0

b) Non ¢ necessario applicare la regola: lim ] oy s

x—0"

42



65.

66.

67.

68.
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1 2 2(7[)
— - x°-sin”| —
x—2 = lim 2yx—2 m — X/

=[lim

x—2" ( 7[) x—2" T x-2" DT /x -2

. T
)C2 'Sll’l2 —
X

()
a) iiﬂ[sm )-tan”" (7x) ] b) lzm [ln ] (x); c) ){%Tx;

=+00; d) No FI, il limite € +o0

a) No FI, il limite & rt-tan'(r)/2; b) Privo di senso perché I'Id.E. ¢ In(x) >0 = x> 1;
c¢) No FI, il limite ¢ 0

2 In(x-1)
a) lim [ 2x—7z.tan(x)] b) lzmcot( )-In(x); ¢) lim (Mj

xo7/2t o X +x+5

oor o Aea . sin(x)

a) lim = lim = lim =—o0; b) No FI, il limite ¢ —oo;
x—o/2" co[(x) x—>r/2* 1 x—>r/2" \2x—71
sin’ (x)
275 (10x43)(x ex5)~( 527 +3x-1)(24+1)
In w 5x2+3x-1 2 Z
R X +x+5 . (x +x+5)
5x243x-1 lim ————— lim, 1
lim ll’l(x—l)Jn[zi] 1" x>l —
it X" +x+5 _ In(x-1) _ (x=1)-In*(x-1) _
c) e =e =e = , la regola non
201n(x—1)
2
22 +520416)(1-x) i (x—1 o 1) gy x
lim (2° s20s16)(1-xp i (1) B e B T 20
ol (xz +x+5)(5x2+3x—1) lim —— ) (1)’ {zm+—ln(x—l)(x—l)
=e — ex~>l =e =e — e»»l
si puo applicare, perché entra in loop. Dobbiamo usare il limite notevole:
43 +2x-6
X’ +x+5 X x+5 Infx1)
| 4x2+2x-6
In(x-1 43 +2x-6
(X x+ 5 4x* +2x—6 . 1 . T ()
lim =lim|| 1+ ——— =lime ¥**+5 =e' =1
o X7 +x+5 X' +x+5 a1 X +x+5 Xl
4x* +2x—6

a) lzm{ ! ] b) llm(x —1)-tan(%xj;c) lim ln(x—l)-ln(x—Z)

x—0 Sln( ) x—1" x—2"
2) lzmx sin (x) _lim l—cos(x) _lim sin(x) 0.
x>0 x- szn(x) x>0 Sm(x)+x~cos(x) x>0 cos(x)+cos(x)—x-sin(x)
2
b) lim — = lim 2x _ 2.4
x—-l1" e /Rl /4 T T
cot ——Sin" | —x -
35) T -3(5e)
b )
c) lim M = lim x—ll = lim (2—x)ln (x—2) , la regola non si puo applicare, per-
x—2° x—2" - x—2" X—
ln(x—Z) (x—2)ln2 (x—2)

ché entra in loop. Il limite ¢ 0 perché il logaritmo si avvicina piu rapidamente a zero che non a infinito;

1 1 2V
li - ;b) i ; l
2) leq Hsin(x—l) ln(x)ﬂ ) xi’ﬁox © zm =3 1
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1
o _ ——cos(x—l) . _
lim In (x) sin (x 1) _ lim ¥ — lim 1—x cos(x 1) _

o0 In(x)sin(x—1) w1 sin(x—1) w1 sin(x—1)+x-In(x)cos(x—1)

[ -1 .
a) - +n(x)c0s(x ) :
i —cos(x—1)+x-sin(x—1) 1 1
=lim - —__
x—>1*cos(x—1)+ln(x)cos(x—1)+cos(x—1)—x-ln(x)sin(x—l) 1+0+1-0 2
o In(x) i
b) lim X Z T 2 gt O =1;
-1
2V n(2)-— x 1
o i n(2): 2 In(2)zln(2)_lim(sz:ln(2)
x> 31/x_ln(3),;1 =3 In(3) In(3) ~=\3) In(3)
2

X

69. Usando il Teorema di de L’Hopital-Bernoulli provare che ¢* ¢ infinito di ordine superiore a x",
per x che tende a + o e per ogni n reale positivo.

X X X X

Siha: fim &= = lim e—_lz lim 6—_2:...: lim — =+o0
B i 7 X400 77 - (7’1 — 1) -x" x—+0 p71
70. Usando il Teorema di de L’Hépital-Bernoulli provare che x ¢ infinito di ordine superiore a In(x),
per x che tende a + co.

= lzml— lim x = +o0

71.Siha: lim
X—>+00 n(x) x~>+ool X—>+0
X
" _ g I+x) - x
72. a)lzmx ,n#0,a#03b) llm¢m¢0 ;) llma labeR+\{1},a¢b
x"—a" X b;—l
. m—1 . 1+ m—1
a) lim ™2 xnl =—-a"" b)llm%:m;

x—>a p-x x—0

“i'l”’(“)'% .(aji_zn(a)_zn(a)
7

(1+x)" -1 N ] Sy 281
73. a) lim~——-——,m#0;b) lim x"-sin ,n>0,a#0;¢) lim——,n#1
X

30 X Xt x—oo 1
2% -1
-l
-(1 + x)m +oo m>0
a) lim —————= :
x—)O zx —00 m < 0
. [a a) —a a
M )Y e +0 a>0
X . X) X . X .oa
b) lim ——~==lim —————=lim ——== = lim —-x"" = .
x>0 X x40 —p.x x>t pex T x40 g -0 a<0
1
1 Iv \@ ;
X
c) lim lim
—0©

74. Se non esiste il limite del rapporto delle derivate possiamo dire che non esiste neanche il limite
del rapporto delle funzioni? Giustificare la risposta.
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m non esiste

R x+sin(x) ) sin (x) .
No, per esempio lim ———= = [lim| 1+ =1, mentre /im

X—>00 X X X—>0
75. Possiamo calcolare i seguenti limiti usando il Teorema di de L’ Hépital-Bernoulli. Giustificare le
. . . . _ x*-sin (1 / x)
risposte, calcolando in ogni caso il limite: a) lim—————=; b) lim .
x>0 Sm(x) X0 x+sm(x)

X—sin (x)

a) Il numeratore ¢ infinitesimo perché prodotto di una infinitesima per una limitata, quindi ¢ FI 0/0;
numeratore ¢ denominatore sono continue e derivabili in un intorno di 0. Abbiamo allora:
2x-5>‘z'n(l/x)+x2 -cos(l/x)-(—l/xz)

il_l;l:)l cos (3] :{Ci_izg[Zx-sin(l/x)—cos(l/x)]zii_izg[—cos(l/x)], che non

l—cos(x )
esiste; b) Ipotesi principali del teorema verificate, ma lim ( ) non esiste.

o]+ cos (x)

Sviluppare le seguenti funzioni con i polinomi di Mac Laurin fino al generico esponente n
76. a)e *;b)e*;c) e ; d) sin(2x); e) sin(3x); f) sin(x/2)

n k n (=1 Kk

o . . X . X

a) Basta sostituire —x al posto di x nell’espressione e* ~ E —, ottenendo e " = E ( IZ'
k=0 . k=0 .

b) Dato che €** & continua e derivabile per qualsiasi ordine, sostituendo 3x a x nell’espressione di €,

k _k n 2n
otteniamo: kZ{; k') = ;3; ; ) come prima: e’ ~ 2. );! :
; 2kl b (—1 k ) 2k+1
d) Stavolta sostituiamo in sin(x) = kz_(;(—l)k m , ottenendo: sin(2x)~ 2 (()21:—:3' ;

e) Come prima: sin(3x)ziM;f) Sln(gjzi( ) (x/2) :

= (2k+1)! = (2k+1)!

77. a) cos(2x); b) cos(x/3); ¢) cos(x?); d) In(1 + 2x); €) In(1 + x/4); ) In(1 + x?)

a (_1\F L2k 0 {1\ 2k
a) Stavolta operiamo su cos(x)~ Z( 1) x , ottenendo: cos (2x)~ Z—( ) (2x)

= (20! | = (2k)v ’
k( 5 k
SEE e T eaf e
b) cos| — |~ _ o) cos(x _ |
: (3] ; (2k)! ;32" (2k)! ) ( ) oo (2k)' kz(; (2k)
d) Usiamo: ln(1+x)~i(_l)k'xk+l X|<1 ottenendo: ln(1+2x)~ " (—1)k.M <l
' = k+1 ’ ' £ PR >

X n . (x/4)k“ " . Ak
n|1+= |= —1) - = -1)  ——
) n(+4j kz:;‘( ) k+1 :0( ) 4"“-(k+1)’x

f) ln(1+x2)zzn:(—1)k- il :Z(_l) il

78. a) tan'(2x); b) tan~'(x/2); ¢) tan ' (x%); d) e* + e ¥; e) sin(x) — cos(x)
n 2k+1 n 2X
a) Stavolta tan™ (x) =~ > (=1)" - 2— . otteniamo: ran"' (2x)=~ > (=1)" -(—,

) ( ) kz(;( ) 2k+1 ( ) kZ:;‘( ) 2k +1

2k+1
X/ 2) n x2k+l

o (3]« 3 (1) -5 Bk
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B
—_
=
9]
~—
[
=
T
=
=~
=
=a)
=
+
w

{1’;_2!+Z_‘;+...+(1)” ()26—;)'} = —1+§4(_1)k+l '((2);_1)! " (;k)!j

79. a) Sinh(x) =

(Seno iperbolico); b) cosh(x)=

(Coseno iperbolico)

Zk

a) Basta considerare il 79d) e dividere per 2: Z ;
2 (2k):

c-e 1 Z”: Z /f+£+ : +x—3+ R
2 205 Kk~ 1Inmo2\ 3 7 oa

2 3 n 3 1—(-1)" n n 2k+1
! _£+Xx_x_+_..+(_1yx_ :£+x_+...+w.x_:z :
S TR NE] TS I TRRET 2 al &(2k+1)

Usando il polinomio di Mac Laurin, approssimare i seguenti numeri con una precisione di 1073, Puo es-

—E—tc'uf1 [lj x<0

2 X
Z—tcm’1 (lj x>0
2 X

80. a) e’ b) e c)e s d)sin(l); e) sin(2); f) sin(ﬁ )

sere utile I’identita: fan”™' (x)=

n k
a) Calcoliamo valori die’ ~ 23—' per n consecutivi, controllando quando due elementi adiacenti han-
k=0
no uguali le prime 3 cifre decimali: ci0 accade per n = 12 e 13: 20,085; b) Je = e2 ~ Z 2k 0’ per n =
e (1) o (1)
4,5:1,648;¢) ¢ Y ~—— pern="7,8:0367;d) sin(1)= ) ,pern=2,3:0,841;
k=0 k! k=0 (2k 1)'
o (1) -2 1) 2"
e) sin(2)~ Y —~———— pern=4,5:0,909; f) sin ,pern=3,4:0,987
V)= 2 Gy P D();zklp
81. a) cos(2); b) cos(\g ) : ¢) cos(1/2); d) In(1/5); ) 1,235
" ) 22k " (—l)k 3k
a) cos( Z ,per n =35, 6:-0,416; b) cos(2)~ , per n =4, 5: —0,160;
k=0 k=0 (2k)'
BTN (—1)k
c) cos| — |~ T ,pern=2,3:0,887;
2) =2 (2k)!
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l 4 n . (_0’8)k+1
d) In|=|=hl1-=|= -1) -\ —, =25,26:-1,609
)”[sj "( 5) 20 ey e

k
e) Usiamo: (1+x)a ~ Z(Z] - X

k=0

=0,5355. Quindi

. C . 2,7\ 2,7-1,7-0,7
se regole di quello con valori interi, per esempio ==

n

k
1,25 =(1+0,2)" Z@SJ -0,2" , pern=2,3: 1,892.

k=0

2) ln(1+ﬁ ) : b) tan~'(2/3); ¢) tan” (JE ) s d) tan”'(3) €) In(2);

2) ln(1+\/5):2-ln(m):2~ln[l+( 1+\/§1)}zi(1)"~( 1+ﬁ_1) . per =8, O

= k+1
0,881;

b) tan” (—jz; #;2“ ,pern=10, 11: 0,588;
) tan™ (V2) =§—tan_1 (%} z%‘g(—l)k e .1(2k+1) ,pern=>5, 6:0,955;
d) tan_1(3)=§—ta ( j % kz m ,pern =3, 4: 1,249
o
) in(2)=2in(N2) =2-1n[ 1+(V2-1) | = 2- Z <\/§k—11),pern=6,7: 0,693;

0 33b) 1230 $1750) 2550 750 (V3) 5 9 ma12)

k
o n a
a) Dato che 3 = 1 + 2, la formula (1+x) zz[k] X

k=0

1 1
Fen (1) o\ -1/2Y ( 2Y
3=32= 3 = 1—5 , adesso possiamo applicare la formula: B z 173 pern =

o\ k

1
E 1/3 ‘
21,22; 1,732;b)3/5:(%j (1——] =2~ Z( j (—%) , per n =17, 8: 1,259;

1 1
s ¥ _1/5Y"
o) é/ﬁ:(ij i (1—§j RN T (—E) _pern="91,92: 1,762;
17 17 g 17
-2 -2 v (Y k
d) 2V :(%j =(1—%J =27 % \/Ej (—%) ,pern=15,16: 2,665;

o\ k

1
2 1 - 72'_ _g 2 [ _2 ‘ 72-_1 :
ey =|—| =|l-——| == | =——— | ,pern =731, 32:9,869;
T k=0 k T

, 1,2 1Y
\/g)lzz ; J (_%J pern=11,12: 1,933;
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9) In(12) = 4in({12) =4ln[1+((‘/§—1)} <3 (-1)" ﬂ , per n =41, 42: 2,484

= k+1
Usando il polinomio di Mac Laurin calcolare i seguenti limiti.
in(2 e In(1+4 tan™ sin(x®
84. a) lim (2% . b) lim l,c) fim (L4 4%) d) 1im“"—(x) ¢) hmL
x—0 3x x—0" x—0 3)(,' x—0 2x x>0 ln(1+3x )
3 2
2x—8i' 5 42) o l+x+° -1
a) lim 3L fim| 2 -2 =—;b) lim 5 zhm(—+—j:+oo,
x—0 X x—=0( 3 3 x—0 X x>0\ x
1 16x° . x°
— - 2
¢) lim 2 _ji 4 8% :4;d) lim 3 —lim 1. x :l;
x—0 X x=0\ 3 3 x—0 X =02 6 2
R x6 xlO
X _7"{‘7' 2
¢) lim 35 jim ==
x—0 2 _9i 27x x—0 3x 3
2 3
3x _ E In 1+\/; t -1 1—
85. a)lim—" ' ;b) lim-> ' ;o) lim— L ( ) ) lim M
x>0 tan (2x) x—=0 Sin(3x ) x—=0 tan~ (1+\/—) x—1 e —e
2 4
1435+ 2 T+ + 5 -1 )
! 3x 3 . 21
a)lim ——=lim—=—;b) lim ——=lim—=—;
x—0 _Si x—0 2_x x—0 2 27x x—0 3x 3
3 3!

d) lim i 3 i )

=lim =lim =—
x—l =1 _ 1 x—l _ 2 -l p. -1
e (e ) e-(1+x—1+(x2'1) _IJ e-(x=1) e

Determinare i polinomi p(x) di grado n tale che valga quanto detto. Suggerimento: scrivere il polinomio
con coefficienti generici, quindi applicare le condizioni e risolvere il sistema ottenuto

86. a)n=2;p(0)=1p'0)=1,p" (0)=1;b)n=3;p0)=1,p'(0)=1,p" (0)=1,p"(0)=1

c=1
) px)=ax*+bx+c;, pP(x)=2ax+b;p”(x)=2a; {b=1 =>x*2+x+1;
1
a=—
2
d=1
c=1
b) p(x) = ax® + bx* + ex + d; p'(x) = 3ax? + 2bx + c; p(x) = 6ax + 2b; p'"(x) = 6a; b:l = x3/6 + x*2
2
1
a=—
6
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+x+1
n=3;p0)=0,p'(1)=1,p"-1)=1,p"0)=1
3a+2b+c=1 bo1
p(x)=ax3+bx2+cx+d; —6a+2b=1 = = x/6+x*—3x2+1
c=——
a:l 2
6 d=0

n=4;p0)=1,p'(0)=0,p"(0)=-1,p"(0) = 0,p"(0) = 1
p(x) = ax* + bx® + cx? + dx + e; p'(x) = 4ax® + 3bx* + 2cx + d; p/(x) = 12ax* + 6bx + 2¢; p'"(x) = 24ax
e=1
d=0
1
+6b; pV(x)=24a; {7 Ty => x4 -2+ 1
b=0
1
a=—
24

Determinare il grado di molteplicita degli zeri dati, rispetto ai polinomi P(x)

89.

90.

91.

92.

93.

9.

X+Hxt-283 -2 +x+1;x=1

p(H)=0;p'(1)=5+4-6—-4+1=0;p1(x)=20+12—-12 -4 # 0 quindi 1 ha molteplicita 2
X035 +10x* - 152 +9x -2, x=1

p(H)=0;p'(1)=6-15+30-30+9=0; p1(1)=30-60-30=0; p""(1) =120 — 180 + 60 = 0;
PV(1)=360—-360=0; p¥(1) =720 — 360 # 0 quindi 1 ha molteplicita 5

x7—x%—21x5 + 5x* + 160x3 + 72x2 —432x — 432, x =3

p(3)=0;p'(3)=0; p"(3)=0; p""(3) # 0 quindi 3 ha molteplicita 3

x7—x%—21x5 + 5x* + 160x3 + 72x2 — 432x — 432, x = -2

p(=2)=0; p'(-2) = 0; p(-2) = 0; p'"(-2) = 0; p"(-2) # 0 quindi —2 ha molteplicita 4

X8 +10x5 + 41x* + 88x3 + 104x? + 64x + 16, x = -1

p(=1)=0; p'(-1) =0; p(-1) # 0 quindi —1 ha molteplicita 2

Correggere il seguente procedimenti errato: D(x*) = D(x* + x? + ... + x?) [x volte] = 3x? = 2x + 2x
tut2x232=22>3=2.

Ovviamente x non & un numero intero, quindi non ha senso dire che x> ¢ x volte x.

L’angolo della MateFisica

1.

Data la legge del moto uniformemente accelerato: s(¢) = so + vo - ¢ + 1/2a - £, la relazione fra velocita e

accelerazione.

La velocita ¢ la derivata dello spazio rispetto al tempo: v (f) = vo + at

L'equazione oraria del moto di un punto materiale & s(f) = 4> — 3¢t + 5. a) Determinare la velocita

istantanea del punto a 4s. b) Dopo quanti secondi la velocita si annulla?

a) Dal precedente: v(1)=8t—3 = v(4)=32-3) m/s=29m/s;b) v (1) =0=>8t-3=0=1t=3/8s=
0,375 s

L'equazione oraria della velocita di un punto materiale & v(f) = 1/3£ — 3£ + 8¢ — 1. a) Determinare

I’accelerazione istantanea del punto dopo 3s. b) In quale intervallo temporale 1’accelerazione ¢ negativa?

a) L’accelerazione ¢ la derivata della velocita rispetto al tempo: a(f) = # — 6t + 8 = a(3) = (9 — 18 + 8)
m/s* =—1m/s*;b) a(t) <0 = — 6t +8 <0 => 25 <t <4s

x(1)=2 =3¢

(t) i S determinare il modulo della
y\)=4a-

Una particella si muove nel piano seguendo le leggi orarie {
sua velocita istantanea dopo 2 s. (Si ricorda che il modulo del vettore (a; b) ¢ Va’ +b*)
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"(¢)=6t>-3
{%i =) :\/(@2 3) 4 (=60) = [(2)] = y(24-3) +(—12) =A4T+144 = 24m s
Y =-
5. Con riferimento al precedente quesito. a) Determinare il modulo dell’accelerazione istantanea dopo 2s.
b) Ci sono istanti in cui I’accelerazione istantanea ¢ nulla? Giustificare la risposta.

a) {;C"((;)) B 126t = ‘a(t)‘ =+144¢* +36 = ‘a(Z)‘ = /576436 =25m/s”; b) Il modulo non si annulla per
nessun valore di .

6. Provare che la forza ¢ la derivata della quantita di moto (p = m - v) rispetto al tempo.
pO=m-VE)=m-a(t)=F

7. Provare che la potenza ¢ derivata del lavoro rispetto al tempo. Determinare altresi la sua espressione per
una forza costante che agisce lungo un angolo ®.
a) Per forze costanti: P =[F s - cos(®)]/t, quindi per forze variabili: P = d[F(¢) - s - cos(w)]/dt = dW/dt;
b) P=d[F -5(t) - cos(w)]/dt =F -v cos(®)

8. La carica elettrica che attraversa la sezione di un conduttore & g(f) = 1 — €* ~, determinare dopo quanti
secondi nel conduttore passano 2 4.
Per correnti variabili nel tempo: i(f) =dg/dt =€’ "= i(t) =24 =&’ '=24=>3 —t=In(2Q)=>t=23s

t
9. Tenuto conto che la carica elettrica in un condensatore segue la legge: Q(t):C -AV-{l—e RC},

determinare la carica che attraversa le armature del condensatore.

d{C-AV{l—e Rcﬂ L ,
[(t):dQ(t): :)@‘.AV.e_:M.efﬁ
dt dt RZ R
10. La legge del moto armonico semplice ¢ x(¢) = r - cos(wt + ¢). Determinare la legge della velocita e
dell’accelerazione.
x'(t) = d[r - cos(ot + §))/dt = —wr - sin(ot + §); x"'(£) = d[-or - sin(ot + §)] = —w*r - cos(ot + §)
11. Un punto si muove di moto armonico seguendo la legge oraria del moto x(f) = 1,35 - cos(5,8¢).
Determinare la velocita e l'accelerazione dopo 4 s.
Dal precedente: x'(¢) = d[ 1,35 - cos(5,8t)]/dt = 5,8 - 1,35 - s5in(5,8¢) = x'(4) =-5,8 - 1,35 - sin(5,8 - 4) =
7,3 m/s; X''(t) = d[-5,8 - 1,35 - sin(5,8¢)] = =5,8 - 1,35 - cos(5,8t) = x"'(4) =5,8% - 1,35 - cos(5,8 - 4)] =
16 m/s?
12. Con riferimento al precedente problema, quando a) la velocita si annulla? b) I’accelerazione ¢ positiva?
kx Skr

a) x'(1)=0=-5,8-1,35 - 5in(5,8t) =0 = sin(5,81) =0 = 5,8t =kn= t = Es :2—9s;

b) x"'(1)>0=—-5,8%-1,35 - cos(5,81) > 0 = cos(5,8) < 0
(”+2kﬂjs <5,8t <[37r+2k7rjs:>(”+4kﬂjs <2—9t <(3ﬂ+4k”js = Sﬂ-(4k+l) s <t<w s;keN,
2 2 2 5 2 29 29

13. Fra le armature di un condensatore di capacita 12 mF, vi & una differenza di potenziale V(f) = In(£ + 2).
Determinare la corrente di carica all’istante t = 2,4 s.

](t):dQ(z):d[c-AV]:d[12-ln(t3+2)]:12-3;2 _ 36 =12 4):36'2,4214:1314
dt dt dt £+2 r+2 T 2,442

A= (4,20 B = (16, 20
ol (4,20) (16, 20)

0 C=(24,0)
0 10 20 30

14. In figura abbiamo rappresentato la velocita di una macchina, in m/s, per 24
secondi. Tenuto conto che I’accelerazione ¢ la derivata della velocita al variare del tempo, scrivi una
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funzione per 1’accelerazione.
Dalla figura 1’accelerazione ¢ derivata della velocita, pertanto ¢ il coefficiente angolare delle rette che

5 O0<t<4
contengono 1 tre tratti di segmento, quindi: a (t) =4 0 4<t<16
-2,5 l6<t<24

15. La funzione f'(z)=3+-cos (éj +4- sin(%t) , serve a fornire un modello matematico per la velocita, in

Km al minuto, di un piccolo aereo che vola in linea retta, al variare del tempo ¢. Secondo questo modello
quanto vale I’accelerazione dell’aereo per ¢ = 18 min?
18 6

a(t) =f'(t) = —lsin(£J+4-£cos[£tJ = a(lS) =—lsin(—j+4-—cos(£-18j =—0,78Km/ min*
8 8 35 8 8 35 35

35

16. Una particella si muove lungo 1’asse y, in modo che la legge v(f) = 1 — tan '(e’) descriva la sua velocita.
a) Determina ’accelerazione della particella dopo 2,0 secondi. b) In quell’istante la velocita aumenta o

diminuisce?
¢ 2
—e —e , o . L " -
a(t)= T a(2)= A —0,13m /s, ’accelerazione & negativa, quindi la velocita sta diminuendo
+e +e

x(1)=—0,12¢* +4,5t +14
y(t)=0,34> —5,8:+18

modulo della sua a) velocita dopo #; = 5,2 s; b) accelerazione dopo 72 = 1,3 5. ¢) Un dato non ¢
necessario, quale?

(£)=-0,241 +4,5
a) {’;'((?):0 - t_; o= [o(0)] = (-0.241+4.5) +(0,681—5.8)" =>v(5,2)| = |[(-0.241+4,5)" +(0.68~5,8)" =4,0m/ s

17. Un punto materiale si muove nel piano seguendo la legge: { , determinare il

0 [ ) o

c) t non € necessario perché 1’accelerazione ¢ costante

18. Un disco ruota attorno a un asse centrale in modo che la sua posizione angolare rispetti la legge: 0(¢) =
0,32 — 0,12¢ + 1,2. a) Quanto vale la sua velocita angolare dopo ¢ = 2,3 s? b) E la sua accelerazione
angolare?
a) 0'(r)=0,64t-0,12 = 0'(2,3) = 0,64 - 2,3 - 0,12 = 1,4 rad/s;
b) 0” () = 0,64 rad/s*

19. (Simulazione 28/02/19) Un punto materiale si muove di moto rettilineo, secondo la legge oraria espressa,

per ¢ > 0, da x(t) =é‘t2 ‘(§t+ 2), dove x(#) indica (in m) la posizione occupata dal punto all’istante ¢

(in s). a) Si tratta di un moto uniformemente accelerato? b) Calcolare la velocita media nei primi 9
secondi di moto e determinare 1’istante in cui il punto si muove a questa velocita.

. ‘ 1, 4 2 4
a) No, I’accelerazione non ¢ costante: x'(¢)= §-t2 +§t =>x"(1)==1+—

99
1-92-(1-9+2j—0
9~ \3

m/s=

s, =200

m/s:?m/s:Sm/s;

x'(t)=5:>l-tz+ft=5:zz+4t—45=0:t=5s
9 9

20. (Simulazione 28/02/19) Un campo magnetico, la cui intensita varia secondo la legge B(f) = Bo - (2 +
sin(wt), dove ¢ indica il tempo, attraversa perpendicolarmente un circuito quadrato di lato (. Detta R la
resistenza presente nel circuito, determinare la forza elettromotrice e ’intensita di corrente indotte nel
circuito all’istante ¢. Specificare le unita di misura di tutte le grandezze coinvolte.

Per la legge di Faraday-Neumann:
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Jem(1) =_d¢;(t) :_dB(Z L .[27:(@)]}52 =B, (*w-cos (o)

Inoltre: i(t) = fem( ) _ "5 COS( )
R R
21. (Esame di stato 2018/19) Una spira di rame, di resistenza R = 4,0 mQ, racchiude un’area di 30 cm? ed &

immersa in un campo magnetico uniforme, le cui linee di forza sono perpendicolari alla superficie della
spira. La componente del campo magnetico perpendicolare alla superficie varia nel tempo come indicato

BlmT

in figura. L -« Spiegare la relazione esistente tra la variazione del campo che
induce la corrente e il verso della corrente indotta. Calcolare la corrente media che passa nella spira
durante i1 seguenti intervalli di tempo: a) da 0,0 ms a 3,0 ms; b) da 3,0 ms a 5,0 ms; c¢) da 5,0 ms a 10 ms.

Per la legge di Lenz il verso della corrente indotta si oppone alla variazione di flusso che 1’ha generata.

_ - AD(B)
Usando la legge di Faraday-Neumann abbiamo: fem (t) =——"

e per la I legge di Ohm: fem =R - i.

.. . A®(B) (B-B,)sS o o
Quindi i=- = ' . Basta sostituire 1 dati per ottenere 1 risultati richiesti:
R-At R-At

(OT+0,20-10'3T)-3O-10'4m2 (—0,20-10*3T—o,20-10*3T)-30-10*‘m2
i = - - =0,0504; i, = - s =—0,154;
4,0-10°Q-3,0-10s 4,0-10°Q-2,0-10s

B (O,20-10’3T—0T)-30-10’4m2

I = = - =0,0304
4,0-10°Q-5,0-107s

1.  Possiamo dire che se f{x) ¢ una funzione continua in [a; b] tale che si abbia f(xo) = 0, per xo €[a;
b], allora |f(x)| non ¢ derivabile in xo? Giustificare la risposta.

Il limite destro ¢ lim M = lim Lx)’ che ¢ una forma indeterminata 0/0. Supponiamo che
X=Xy X=X, =x X — X,
questo limite sia finito e valga A, allora se lim M = lim M = h, la funzione ¢ derivabi-
) X=X, o1 X = X,

le, ma cio accade solo se f{x) non cambia segno negli intorni sinistro e destro di xo, per esempio per
fix) = |x?|; diversamente non ¢ derivabile, come f(x) = |x|.

2.  Osserviamo che sin(x) ¢ una funzione dispari e la sua derivata, cos(x) ¢ una funzione pari. Ana-
logamente la derivata della funzione pari cos(x) ¢ la funzione dispari — sin(x). Possiamo dire che
¢ sempre vero che la derivata di una funzione pari ¢ dispari e viceversa? Giustificare la risposta.

£i£%f(x+h2—f(X) :f'(x);yf,%f(_ﬂhz_f(_x) ()=
Si. Sia f(x) = f(—x), allora . Analoga-
-y Oy ORI

mente se f(x) fosse dispari.

3.  Sempre con riferimento all’esercizio precedente sia sin(x) che cos(x) sono funzioni periodiche.
Possiamo dire che la derivata di una funzione periodica e derivabile ¢ ancora periodica? E il pe-
riodo della derivata ¢ lo stesso della funzione? Giustificare la risposta.
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f(x+P+h)-f(x+P) :hmf(x+h)—f(x)

h—0 h

Si. Sia fix) = f{x + P), allora f'(x+P)=1lim

h—0

= /(%)
Sia f'una funzione che verifica le proprieta: f{1) =3, f(3) =1, f'(1) =—4 e f'(3) = 2. Determinare

ey

la pendenza della retta tangente alla funzione g(x) = fT() ,perx=1.
x
)| -D|f'(1
Dobbiamo determinare g'(1) = [ [ )(]2} = [; ( )] . Dal teorema sulla derivabilita delle fun-
f 1
zioni inverse sappiamo che: D[ M (y )] D[f ] = D[ 7 ] m = %, quindi

. -1/2 1
& (1) 9 18

Calcolare la derivata ennesima di x> - e*.
fix) =% f'(x) = e + 3x%); f1(x) = & (x® + 3x% + 3x% + 6x) = " (x> + 6x% + 6x); f"(x) = &' (x> + 6x% +
6x +3x2+ 12x + 6) = &"(x> + 9x? + 18x + 6); 1V (x) = e"(x> + 9x? + 18x + 6 + 3x? + 18x + 18) = &'(x’ +
15x% + 36x + 24). Osserviamo che il risultato & del tipo e*(x* + ax* + bx + ¢), in cui a = 3n (n & I’ordine
di derivazione), mentre b=6 + 12+ 18+ ... +3(m—1)=6[1 +2+3 + ...+ (n—1)] =3(n — 1)n, del
resto per n = 1 questo coefficiente deve essere 0. Ragionando allo stesso modo, il termine noto non ¢
presente per n = 1 e 2, quindi deve essere prodotto di (n — 1) e (n — 2) e qualcos’altro, che facilmente si
vede essere n. Infatti per n=3:3-2-1=6,n=4:43-2=24, ... Quindi f"(x) =€ - [x’ +3n - x>+ 3n -
(n—1)-x+n-(n—1)-(n—-2)]. Possiamo anche dimostrare la validita della regola usando il principio
di induzione.

n=1:f'(x)=e - [ +3x*+3-2-x+1-0- (- 1)] = &(x* + 3x%). Ok. Ora supponiamo che sia vero
che: f"(x)=¢e - [x¥*+3n-x*+3n-(n—1)-x+n-(m—1)-(n—2)] e proviamo che " " !(x) =& - [x* +
3n+1)-¥*+3m+1)-n-x+(m+1)-n-(n-1].Siha: f" " 'x)=e - [x*+3n-x*+3n-(n—1) -x
+n-n=1)-m=2)+3x*+6n-x+3n-n—1]=e"-[F+3n+1)-*>+3n+1)- n-x+(n+1)-n
-(n—1)]. Ok

Calcolare la derivata ennesima di x? - sin(x).

fix) =x% - sin(x); £'(x) = 2x - sin(x) + x% - cos(x); fx) = 2sin(x) + 2x - cos(x) + 2x - cos(x) — x* - sin(x) =
(2 = x?) - sin(x) + 4x - cos(x); f""(x) = —2x - sin(x) + (2 — x) - cos(x) + 4cos(x) — 4x - sin(x) = —6x - sin(x)
+ (6 —x%) - cos(x); 1Y (x) = —6sin(x) — 6x - cos(x) — 2x - cos(x) — (6 — x?) - sin(x) = —(12 — x?) - sin(x) — 8x
- cos(x). A questo punto pensiamo di avere trovato la regola che per convenienza dividiamo nei due
casi n pari ed n dispari.

(_1)5+1 . {(n2 —n—-x? ) -sin (x)+ 2n-x- cos(x)} n pari
D" [xz ~sin(x)] = .

(—1)7 ‘{(xz -n’ +n)'cos(x)+2n~x~sin(x)} n dispari

Calcolare la derivata ennesima del prodotto di due funzioni derivabili fino all’ordine n. Trovi
somiglianza con qualche altra espressione matematica?

D(f-g)=f"g+f-g D’ (f-g)=f"g+2f g+ [ "D’ (f-g)=f"g+3f"g+3f'g"+g";..

n n )
facilmente si prova, per esempio per induzione, che si ha: D" ( f- g) = Z(]J D" ( f )-D" ( g) , che ri-
k=0
corda lo sviluppo del binomio di Newton, sostituendo 1'ordine di derivazione con la potenza.
A una classe di funzioni continue e derivabili dappertutto non ¢ possibile applicare il Teorema di
Rolle in nessun intervallo, dire quali sono e motivare la risposta.
Le Funzioni iniettive perché per esse non accade mai fa) = f(b)
Per quali polinomi il Teorema della media di Lagrange ha come valore medio il punto medio
dell’intervallo (a; b)?
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/(%)
/()

b

mx2+px+q:>f’(x)=2mx+p;

~f(a) _(6*=a*)m+(b—a)p
-a b—a

Per polinomi di II grado. Infatti:

:(a+b)m+p:>

(a+b)m_a+b
om 2

Per quali polinomi il Teorema di Cauchy ha come valore medio il punto medio dell’intervallo (a;
b)?

Uno almeno dei due polinomio di II grado, I’altro polinomio al massimo di I grado. Infatti:
f(x)=mx’+px+qg= f'(x)=2mx+p;g(x)=zx’ +tx+ w= g'(x) =2zx +1;
f(b)=f(a) (V=a’)m+(b=a)p (a+b)m+p
= - =
g(b)—g(a) (bz—a2)2+(b—a)t (a+b)z+t
2mx+p z(a+b)m+p:>x=a+b
2zx+t (a+b)z+t 2
f(x):mx2+px+q3f'(x)=2mx+p;g(x)=zx+t:>g'(x)=z;

Oppure £ (0)=/(@) _(P' =’ )m+(b=a)p _(a+b)m+p

2mx+p=(a+b)m+p:x=

10.

g(b)-g(a) (b-a)z =

2mx+p:(a+b)m+p:x=a+b
z z 2
Mentre
f(x)=mx’+px+qg= f'(x)=2mx+p;g(x) =z’ + &’ + wx + j = g'(x) =3zx" + 2tx + w;
f(b)—f(a)_ (bZ_aZ)m+(b—a)p B (a+b)m+p -
g(b)_g(a)_(b3—a3)2+(b2—a2)t+(b—a)w_(a2+b2+ab)(a+b)t+w
2mx+ p _ (a+b)m+p :>x¢a+b
3zx” +2x+w (a2+b2+ab)(a+b)t+w 2

Temi assegnati agli esami di stato

3x*+Hx x<1
1. (Liceo scientifico 1992/93) Sia f(x)=1 g

— x>1
X

che la funzione y = f(x) e la sua derivata siano continue in x = 1.
La discontinuita e non derivabilita ovviamente puo aversi solo in x = 1, quindi deve essere:
. . (K
lim (—3x2 + Hx) =lim| —
x—1"

x>\ x

. Determinare le costanti H e K in modo

-3+H=K H=K+3 H=4
= = =
—-6+H =-2K —-6+K+3+2K=0

K=1
lim (-6x+ H ) = lim (—2—I§j
x—1" x—1* X
. L . —_ . X+sin x - . .
2.  (Liceo Scientifico 2000/01) Si consideri la funzione ———. Stabilire se si puo calcolarne il
X—COS X
limite per x— +oo e spiegare se il calcolo puo essere effettuato ricorrendo al Teorema di de

L’Hopital.

Il limite vale 1, perché ovviamente le funzioni goniometriche essendo limitate al tendere di x
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all’infinito si tralasciano e quindi il limite equivale a lim —=1; Non possiamo applicare il teorema
X—+o0 x

e . . 1+cos x
perché non esiste il limite del rapporto delle derivate: lim ——
xtoo 14 sin X

(Liceo Scientifico 2001/02) In un piano, riferito a un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), &

2
x3 a ; . a) Determinare per quali valori
x

assegnata la curva k di equazione y = f{x), dove &: [ x =

di x essa ¢ situata nel semipiano y > 0 e per quali nel semipiano y < 0. b) Trovare I'equazione del-
la parabola passante per 1'origine O degli assi e avente 1'asse di simmetria parallelo all'asse y,
sapendo che essa incide ortogonalmente la curva & nel punto di ascissa —1. (V. B. : si dice che una
curva incide ortogonalmente un'altra in un punto se le rette tangenti le due curve in quel punto so-
no perpendicolari). c¢) Stabilire se la retta tangente alla curva k nel punto di ascissa —1 ha in co-
mune con k altri punti oltre a quello di tangenza. d) Determinare per quanti punti la curva k ha
per tangente una retta parallela all'asse x. e¢) Enunciare il Teorema di Lagrange e dire se sono
soddisfatte le condizioni perché esso si possa applicare alla funzione f{x) assegnata, relativamen-

te all'intervallo —\/5 <x<0.
x> 42

a) 5—>0=x"+2>0=x>-2
x 42
4 2
b) Determiniamo f' x = _fox =f'-1= —% =—11. La parabola ha equazione
X +2 —142
y = ax* + bx, inoltre y'(x) = 2ax + b = y'(-1) = —2a + b =-2a + b = 1/11, inoltre la parabola passa
per (—1; 3), quindi: a — b = 3. Risolvendo il sistema: y = —%xz —%x .
c) L’equazione della tangente ¢ y —3 =—11(x + 1). Intersecando con & si vede che non vi sono altre
soluzioni.
x* +6x* —4x 4 ) )
d) Deve essere——————=0=x"+6x"—-4x=0=x =-34+94+4=x=+ —3+x/§ ,
X +2
quindi 2.

e) La funzione non € continua in x = e —\2;0, quindi 1l teorema di Lagrange non puo appli-

carsi
(Liceo Scientifico 2001/02) La funzione reale di variabile reale f(x) ¢ continua nell'intervallo
chiuso e limitato [1; 3] e derivabile nell'intervallo aperto (1; 3). Si sa che f{1) =1 e inoltre 0 < f
'(x) £ 2 per ogni x dell'intervallo (1; 3). Spiegare in maniera esauriente perché risulta 1 < f(3) <
5. (Suggerimento Usare il Teorema di Lagrange)

Possiamo applicare il T. di Lagrange, quindi 3 ¢ € (15 3): f'(c)= , ma sapp-

fB) =) _sB3)-1
3-1 2
piamo che 0 < f"(x) < 2 per ogni x dell'intervallo (1; 3), quindi:

0Sf<32)_1S2:>0£f(3)—1§4:>1Sf(3)£5

(Liceo Scientifico PNI 2001/02) Utilizzando il Teorema di Rolle, si verifichi che il polinomio x" +
px+4q,p, q € R, senépari ha al piu due radici reali, se n ¢& dispari ha al piu tre radici reali.
I polinomi sono funzioni continue e derivabili in tutti i reali. Se n € pari. In tal caso la derivata prima ¢

un polinomio di grado n — 1 dispari: nx” ~ ! + p che risulta non negativa per x> n—,l/—g , quindi per un
n

corollario del teorema di Lagrange ¢ crescente per x > H/ £
n
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Se P(ﬂ,lf—£]<0:>3xl,x2:xl<n,lf—£ <x,,P(x;)=P(x,)=0, se P£n1/—£]>0, invece non vi
n n n

sono soluzioni reali. Se n ¢ dispari fﬁl/—g sara reale solo se p - n <0 e in questo caso la derivata pri-
n

ma ¢ positiva per x < —";lf—ﬁ VX2 Hf—g , quindi in x = inf,lf—ﬁ , V1 SONO Un massimo € un minimo,
n n n

percio se il massimo ha ordinata positiva e il minino negativa vi sono 3 intersezioni con 1’asse x, diver-
samente ve ne sono di meno.

(Liceo Scientifico PNI 2001/02) Verificare che la funzione 3x + /n(x) ¢ strettamente crescente.
Detta g la funzione inversa, calcolare g'(3).
D[3x + In(x)] =3 + 1/x > 0 per x > 0 che coincide con il dominio della funzione. Percio la funzione ¢

= g'(3) _ 1 = l , la scelta x = 1, discende dal fatto che la solu-

3+1/x 3+1
zione dell’equazione 3x + In(x) =3 ¢ appunto x = 1
(Liceo Scientifico PNI 2002/03) Dare un esempio di polinomio P(x) il cui grafico tagli la retta y =
2 quattro volte.
Basta prendere un polinomio che si annulla 4 volte e aggiungervi 2: (x —a) - (x —b) - (x —¢) -(x — d) +
2, a; b, ¢, d reali distinti
(Liceo Scientifico PNI 2002/03) Dimostrare, usando il Teorema di Rolle, che se I'equazione: x" +
an-1- X"+ ...+ a1- x++ ao = 0, ammette radici reali, allora fra due di esse giace almeno una ra-
dice dell'equazione: n - x" '+ (n—1) - ap1-x"2+ ... +a1=0.
Ogni polinomio ¢ continua e derivabile nei reali. Inoltre, dato che stiamo supponendo che esistono al-
meno due numeri x; < x; per cui P(x1) = P(x2) = 0, possiamo applicare Rolle e concludere che 3 ¢ € (x;
; x2) : P'(c¢) = 0. 1l che equivale a quanto richiesto.
(Liceo Scientifico PNI 2002/03) Si vuole che I'equazione x* + bx — 7 = 0 abbia tre radici reali.
Quale ¢ un possibile valore di 5?
Da quanto detto nel quesito 5, la derivata prima deve annullarsi due volte: 3x> + b = 0, quindi deve es-
sere b <0, e 1 due valori ottenuti sostituiti nella funzione devono dare valori di segno opposto, positivo
il minore e negativo 1’altro. Quindi

3
- (_—b] —b,f_—b—7>O:—é,f_—b—b,/_—b—7>O:>—2—b‘/_—b>7:>b<—3-,3/f
3 3 3V3 3 3V3 4

(Liceo Scientifico PNI 2002/03) Verificare che I'equazione x* — 3x +1 = 0 ammette tre radici reali.
Di una di esse, quella compresa tra 0 e 1, se ne calcoli un'approssimazione applicando uno dei
metodi numerici studiati.

Possiamo applicare il teorema di esistenza degli zeri, e ci viene suggerito di considerare intanto (0; 1):
esiha [0)=1>0 e f(l) =-1 <0, quindi una soluzione si trova in (0; 1). Inoltre si ha:
lim (x3 —3x+1) =—oo, lim (x3 —3x+1) =00, perciod vi sono due altre soluzioni per x <0 e x > 1. Per

X—>—00 X—>+00
determinare una soluzione approssimata possiamo usare il metodo di bisezione. {0.5) =1 — 0,375 <0,
quindi la soluzione appartiene a (0; 0,5). Proviamo f(0,3) = 0,127 > 0, siamo quindi in (0,3; 0,5). Con-
tinuando in questo modo, eventualmente non usando per forza il punto medio degli intervalli, trovere-
mo ~ 0,347

(Liceo Scientifico 2002/03) La funzione 2x3 — 3x? + 2 ha un solo zero reale, vale a dire che il suo
grafico interseca una sola volta l'asse delle ascisse. Fornire un'esauriente dimostrazione di que-
sto fatto e stabilire se lo zero della funzione ¢ positivo o negativo.

Ogni polinomio di grado dispari ha almeno uno zero reale, inoltre, poiché D(2x* — 3x* + 2) = 6x* — 6x,
che si annulla per x = 0 e x = 1, ammette per questi valori rispettivamente un massimo € un minimo re-

invertibile ¢ si ha: g'( y)

lativi. Inoltre y(0) = 2 e ¥(1) = 1, quindi la funzione viene da —o [lim (2x3 -3x° +2) :—oo} taglia

X—>—00

I’asse x in un valore negativo, assume il massimo per x = 0, cambio verso di crescenza, raggiunge
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I’ordinata 1 e poi riprende a crescere, quindi non incontra piu I’asse x.

2x+1

(Liceo Scientifico 2002/03) E assegnata la funzione f(x)= dove m & un parametro

X +m+|m|
reale. a) Determinare il suo dominio di derivabilita. b) Calcolare per quale valore di m la funzio-
ne ammette una derivata che risulti nulla per x = 1.

a) La funzione & definita per x*> + m + |m| # 0, che per m > 0, significa tutti i reali, mentre per m <0
2(|m|+m—x2 —x)

diventa x # 0. Per la derivabilita abbiamo: f'(x) = ,X#0,m#0;

(x2 +m+ |m|)
-2=0 m<0
2m-2=0=>m=1 m>0
(Liceo Scientifico 2003/04) Verificate che le due funzioni f{(x) = 3In(x) e g(x) = In(2x)* hanno la
stessa derivata. Quale giustificazione ne date?

g'(x) = 3In(2x); f'(x) = 3/x = g’(x). Per un corollario al Teorema di Lagrange differiscono per una co-
stante

b) f'(1)=0:>2(|m|+m—2)=0:>{

1 sex=0

(Liceo scientifico 2004/05) Si consideri la funzione f(x)=11 , definita
Ex |:3—2log(x)]+1 sex>0

sull’intervallo [0; + oo[. Si dimostri che I’equazione f{x) = 0 ha, su [0, +c0) un’unica radice reale.

lim {lxz [3—2log(x)]+1}:—oo, quindi la curva incontra almeno una volta 1’asse delle ascisse.

x—>+0 | D

Inoltre: D{% x’ [3 —2log (x)] + 1} =2x [1 ~In (x)], che si annulla per x = e. Quindi la funzione cresce

in (0; e), poi decresce. Poiché f{e) = €*/2 + 1 > 0, questo ci basta per concludere che vi & una sola inter-
sezione con 1’asse x.

(Liceo scientifico PNI 2006/07) Si dimostri che I’equazione 2x* — 3x? + 6x + 6 = 0 ha un’unica ra-
dice reale e si trovi il valore con una precisione di due cifre significative.

D(2x — 3x* + 6x + 6) = 6x* — 6x + 6, che non si annulla mai perché A =1 — 1 < 0. Quindi la derivata ¢
sempre positiva e la funzione sempre crescente, essendo un polinomio di terzo grado ha almeno uno
zero, quindi ne ha esattamente uno. Dato che f{—1) <0 e f0) > 0, la soluzione appartiene a (—1; 0), uti-
lizzando il metodo di bisezione troviamo —0,69

(Liceo Scientifico 2004/05) Si dimostri che la curva y = x - sin(x) é tangente alla retta y = x quan-
do sin(x) =1 ed ¢ tangente alla retta y = —x quando sin(x) = -1.

Si ha: y' = sin(x) + x - cos(x) e se sin(x) =1 = cos(x) =0 e percid y' = 1, che ¢ il coefficiente angolare
di y = x. Allo stesso modo se sin(x) = —1 = cos(x) = 0 e percio )’ = —1, che ¢ il coefficiente angolare di
y=-x.

(Liceo Scientifico 2004/05) Se f{x) = x* — 4x> + 4x? + 3 per quanti numeri reali k & f{k) = 2? Si illu-
stri il ragionamento seguito.

Dobbiamo risolvere I’equazione k* — 4> + 4> + 3 =2 = I* — 42 + 4P =—1= k2 - (¥ -4k + 4) =1
= k* - (k—2)%=—1, che ¢& evidentemente impossibile.

(Liceo Scientifico PNI 2004/05) Si trovi I’equazione della retta tangente alla curva di equazioni
parametriche x = ¢’ + 2 e y = ¢’ + 3 nel suo punto di coordinate (3; 4).

-1 : \ .y
+3= y'=——, I’equazione cercata ¢ percio: y — 4

1
x=2 ( xX— 2)
=—lx-3)=>x+y-7=0
(Liceo Scientifico 2005/06) La funzione f{(x) = x> — 2x* soddisfa le condizioni del Teorema di La-
grange nell’intervallo [0; 1]? Se si, trova il punto che compare nella formula.
Tutti 1 polinomi verificano il teorema in qualsiasi intervallo.

f'(x):_l%_oo:>3x2—4x:—1:>x:%e(O;l)vleé(O;l)

Possiamo scrivere: ¢ =x —2, da cui y=
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(Liceo Scientifico PNI 2005/06) Si dimostri che I’equazione sin(x) =x — 1 ha una e una sola radice
a e, utilizzando una calcolatrice tascabile, se ne dia una stima. Si descriva altresi una procedura
di calcolo che consenta di approssimare o con la precisione voluta.

Ecco la rappresentazione grafica

/L 2

Usando il procedimento di approssimazione: f{1) > 0, f(2) < 0. Per il teorema di esistenza degli zeri
abbiamo almeno uno zero in (1; 2). Calcolando la derivata della funzione f{x) = sen(x) — x + 1, otte-
niamo cos(x) — 1, che si annulla per x = 2kw, mentre per il resto & sempre negativa, quindi abbiamo so-
lo uno zero, che abbiamo detto essere compreso tra 1 e 2. Troviamone un’approssimazione con il me-
todo di bisezione. f{1,5) > 0. La soluzione ¢ in ]1.5, 2[.f{(1,75) > 0. La soluzione ¢ in ]1.75, 2[. Andan-
do avanti in questo modo otteniamo che la soluzione alla prima cifra decimale ¢ 1.9.

(Liceo Scientifico 2006/07) Si mostri che la funzione y = x> + 8 soddisfa le condizioni del Teorema
del valor medio (o Teorema di Lagrange) sull’intervallo [-2; 2]. Si determinino i valori medi
forniti dal teorema e se ne illustri il significato geometrico.
Le condizioni sono semplicemente quelli di continuita e derivabilita, che per un polinomio sono verifi-
16-0 , 4 2

—

X =—:>x=i—e(—2;2). Il
2+2 3 3

cati addirittura in tutti i reali. Applichiamo il teorema. 3x” =

valore medio ¢ 4

. - . . : xetan| = | x#0
(Liceo Scientifico suppletiva 2006/07) Sia la funzione: f (x) = X . Si dica se essa
0 x=0
¢ continua e derivabile nel punto di ascissa 0.

Continua: lin{x -tan™ (lﬂ =0, ma non derivabile:

x—0 X

. a1 by T a1 X T
lim| tan™| — |+ > |=—7,lim|an"| — |+ 2|75
x>0 x) 1+x 2 x-0' x) 1+x 2

(Liceo Scientifico PNI 2007/08) Si esponga la regola del marchese de L’Hopital (1661 — 1704) e la

2008

=0.

X

si applichi per dimostrare che lim

X0 2
La regola ¢ applicabile a forme indeterminate del tipo E,E , per rapporti di funzioni continue e deri-
o0

vabili, per le quali esiste il limite del rapporto delle derivate. Tutte le ipotesi sono valide. Abbiamo al-

x2008 2008 . x2007
lora: lim > =lim > 1 (2) . I limite ottenuto ¢ ancora forma indeterminata a cui ¢ applicabile la
X—>00 X—»00 -In
. ) 2008!
regola. La applicheremo altre 2007 volte, ottenendo: lim—— —=0

2008

22" (In2)
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(Liceo scientifico PNI 2007/08) Sia f'la funzione definita da f{x) = ¥ — x™. Si precisi il dominio di f
e si stabilisca il segno delle sue derivate, prima e seconda, nel punto x = T.

La funzione ¢ definita in tutti i reali positivi. Poi si ha:

f(x)=7x"In(z)-7z-x""; f"(x)=7"-In* () —7-(7r—1)-x". Inoltre:

f(x)=7"Wn(z)-7-7"" =2" [In(z)-1]>0;

1
f(r)=n" -’ (z)-n-(x-1)-7"" =7" -{ln2 (7[)—1+—} >0

V4
(Liceo Scientifico 2008/09) Per quale o quali valori di k la curva d’equazione y = x3 + kx? + 3x — 4
ha una sola tangente orizzontale?
Determiniamo la derivata prima )’ = 3x% + 2kx + 3. Vi & una sola tangente se la derivata ha una sola so-
luzione, che equivale a dire che il delta dell’espressione sia nullo: ¥ — 9 = 0 = k = + 3. Verifichiamo

: I
c
7
i
graficamente / /

(Liceo scientifico 2008/09) Si provi che I’equazione: x> + 2009x + 1 = 0 ha una sola radice com-
presa fra—1 e 0.

Ogni equazione algebrica di grado dispari ha almeno una soluzione reale. Applicando il teorema di
esistenza degli zeri nell’intervallo indicato, abbiamo che tale soluzione si trova in esso; f(—1) < 0, f0)
> (). Calcoliamo la derivata prima: 2009x?°% + 2009 > 0 per ogni x, quindi la funzione ¢ sempre cre-
scente. In conclusione la soluzione ¢ anche unica.

(Liceo scientifico 2010/11) Si provi che ’equazione x2°!' + 2011x + 12 = 0 ha una sola radice
compresa tra—1 e 0.

w1

11

Come il precedente. Basta osservare (—1)"" +2011-(=1)+12=-2000 < 0,0*"" +2011-0+12=12>0,

per sostenere 1’esistenza di una radice. Per ’unicita basta osservare che la derivata prima ¢ sempre po-
sitiva: 2011x*°1°+2011.

(Liceo scientifico PNI 2010/11) Sia f(x)=x+/n(4)+ Y2 1
e+

. Si provi che, per tutti i reali m,

I’equazione f{x) = m ammette una e una sola soluzione in R . Sia a soluzione dell’equazione f{(x)
= 3; per quale m, (—a) & soluzione dell’equazione f{x) = m?

Essendo la funzione ovviamente continua, il fatto che 1 due limiti per x che tende a +oo, valgono +o, ci
permettono di potere applicare il teorema di esistenza degli zeri in un conveniente intervallo chiuso
anche alla funzione y = f(x) — m, che quindi ha sempre almeno uno zero. Per provare che tale zero ¢

) ) ) 2e” e +1 . )
unico basta calcolare la derivata prima: f '(x) =1- = che ¢ ovviamente sempre po-

(ex +1)2 (e" +1)2
sitiva, quindi la funzione € crescente, percio lo zero € unico. Sia f (a) =3, per quanto visto si ha:
f(a)+f(-a)=2-[1+In(4)]= f(-a)=2-[1+In(4)]- f(a)=2-[1+In(4)]-3=2-In(4)-1

tan (x) —tan (a) .

(Liceo Scientifico 2010/11) Si calcoli lim

X—a x —_ a
. . . . . 1 1
Con il teorema di De L’Hopital, che pud certamente applicarsi, avremo lim =— . Oppu-
xa cos® (x)  cos®(a)
tan (x - a)

re potevamo usare il limite notevole lim =1. Infatti mediante la formula di sottrazione ab-

X—a x_a
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. t —t t -
biamo: limM = limM . [1 +tan(x)- tan(a)] = lim[l +tan(x)-tan (a)} =1+tan’(a). 1l
X—a xX—a xX—a xX—a xX—a
risultato coincide con il precedente, mediante un’identita ben nota.
(Liceo Scientifico 2011/12) Si scrivano le equazioni delle rette r e s tangenti, rispettivamente, alle
funzioni f{x) = [27x3| e g(x) = sin(31x/2) nel punto di ascissa x = 1/3. Qual ¢ ’ampiezza, in gradi e
primi sessagesimali, dell’angolo acuto formato da r e da s?

Si  ha: r:y—f[é]zf'[l}[x—é]iy—27-L:81%-[x—%]:>y—1:9x—3:>y:9x—2 e

3 27
1 (1 1 3 1) 3 3 1 1 .
s:y—g 3 =g 3/ x—g = y—sen 5773 zzw-cos Ewg . x—g =y—1=0. L'ampiezza

dell'angolo ¢ ovviamente la stessa dell'angolo che r forma con il semiasse positivo delle ascisse, dato
che la retta s & parallela a tale asse, quindi non ¢ altri chetan™' 9 ~83°39'35".

) ()
5 [2 ¥ h] 5 [2]
h
Banalmente abbiamo a che fare con il limite di un rapporto incrementale, quindi rappresenta la deriva-
ta della funzione 5x* in x = ', il suo valore ¢ percio quello di 20x> in x = %, cio& 5/2.
(Liceo Scientifico 2011/12) La posizione di una particella ¢ data da s(f) =20 - (¢ > + ¢ — 2). Qual ¢

la sua accelerazione al tempo 7 = 4?
Nota che l'accelerazione in un moto vario ¢ la derivata seconda della funzione spazio, il quesito ¢ ba-

nalissimo:a t =s" ¢ 2120- Z. L e 241|= —2610- L =10-e 2, quindi a(4) = 10e 2
dt yA YA

(Liceo Scientifico 2011/12) Si calcoli f'(x), per f(x) = Ssin(x) - cos(x) + cos*(x) — sin*(x) — 5/2sin(2x)

—cos(2x) —17.

Invece che calcolare la derivata, banalissima peraltro, basta osservare che si ha

(Liceo Scientifico 2011/12) Cosa rappresenta %mol e qual ¢ il suo valore?

5-sin x -cos x +cos 2 —%-2'sen x -cos x —cos 2x —17=-17

Quindi la funzione ¢ costante, la sua derivata ¢ nulla.

(Liceo Scientifico 2011/12) Qual ¢ il valor medio di f{ix) =1/xdax=1ax=e¢e?

Il valore medio della funzione ¢ dato dal Teorema di Lagrange, che ¢ applicabile nel dato intervallo
perché in esso la funzione ¢ continua e derivabile, il valore medio si trova per l'ascissa ¢ soluzione

1
1
—f1 1 —1 .
dell'equazione f' ¢ :&é——zze—:czze =’ =e=c=1le. Abbiamo ac-
e—1 c e—1 e—1
e

cettato ovviamente solo il valore interno a [1; e]. Il valore medio € percio f Je =—.

Je
(Liceo Scientifico PNI 2011/12) Sia f{x) = 3*. Per quale valore di x, approssimato a meno di 103,
la pendenza della retta tangente alla curva nel punto (x, f(x)) ¢ uguale a 1?
La pendenza ¢ f'(x) = 3%/n (3). Quindi dobbiamo risolvere 3*-/n (3) = 1. Con un metodo di bisezione
troviamo circa —0,0856
(Liceo Scientifico PNI 2012/13) Se la funzione f (x) — f (2x) ha derivata 5 in x =1 e derivata 7 in x
=2, qual ¢ la derivata di f(x) — f(4x) inx=1?
Abbiamo D[f (x) —f (4x)] = f'(x) — 4 f'(4x). Noi sappiamo che D[f (x) —f (2x)] =f"'(x) —2f'(2x) e
inoltre f'(1) =2 f'(2)=5 (*) e f'(2) —2f'(4) = 7 (**). Vogliamo calcolare /(1) — 4 f'(4). Moltipli-
chiamo la (**) per 2 e la sommiamo alla (*), ottenendo: 2f'(2) -4 f'(4) + f'(1) =2 f'(2)=f"'(1) — 4f
'(4), che ¢ proprio cio che volevamo calcolare, pertanto quanto richiesto ¢ 2 - 7+ 5 = 19.
(Liceo Scientifico 2013/14) Il valor medio della funzione f{x) = x3, sull’intervallo chiuso [0; k] & 9.
Si determini .
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Per il teorema di Lagrange il valor medio di una funzione si ottiene per x = ¢ in modo che si abbia:

f.(c)zf(k)_f(o) K

=0 =3¢’ = - =3c® =k*,k > 0. Il valore medio ¢ f{c), quindi deve essere ¢* = 9,

cioé ¢ =39 Percio f'(c)=£'(39)=3-(30) =933 Quindi 9-33=k* =k =3-43.

(Liceo Scientifico PNI 2013/14) Sia g(x) una funzione continua sull’intervallo chiuso [—4; 6]. Il

-

™~
/ ™
| \

e

grafico di g(x), disegnato a lato, passa per i punti 4 = (—4; 0), 0= (0; 0), B

=(2;2), C=(4;52), D= (65 0) e consiste della semicirconferenza di diametro 40, dell’arco, quar-
to di circonferenza, di estremi O e B, del segmento BC e dell’arco CD di una parabola avente per
asse di simmetria I’asse x. Si dica, giustificando la risposta, se g(x) ¢ derivabile nei punti 4, O, B,
C, D.

Possiamo scrivere la legge di definizione di g(x) nel seguente modo, tenendo conto di quanto detto nel
testo. In particolare la parabola di vertice in (6; 0) ha equazione x = ay* + by + ¢ e passa per C.

—J—-x?—4x —-4<x<0
42
g(x)— N=x*+4x O<x<?2

2 2<x<4
V12 -2x 4<x<6
LQ' —4<x<0
V=x* —4x
_ 27 p<x<2
Calcoliamo la derivata: g '(x ) =4 =x* +4x . Per calcolarla nei punti indicati ricorria-
0 2<x<4
L 4<a<o
12-2x
. x+2
g.'(—4)= lim = —o0;
o =X —4x
x+2 . 2—x
g '(0)=lim =+o0; g, '(0) = lim = +o0;
) D0 \—x? —4x © 0 J—x? +4x
. 2—-x .
mo ai limiti: g '(2)=lim ——==0;g,'(2)=1im 0=0;
2) o2 =X +4x 2) w2

1
' - lim-—— — o
& 0=

Quindi la funzione nei punti indicati ¢ derivabile solo in B. Invece O ¢ un punto di flesso a tangente
verticale e C ¢ un punto angoloso. Anche A e D hanno tangente verticale, ma essendo la funzione de-
finita solo in un loro semiintorno non possiamo classificare i punti.
x* 0<x<l1
X' —kx+k 1<x<2

rametro &k in modo che nell’intervallo [0; 2] sia applicabile il Teorema di Lagrange e trovare il
punto in cui la tesi del teorema assicura ’esistenza.

(Liceo Scientifico PNI 2014/15) Data la funzione f (x) ={ determinare il pa-
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La funzione deve essere continua e derivabile. Essendo formata dall’unione di polinomi 1’unica disconti-
nuita pud essere nel punto di “contatto” fra 1 due rami, cio¢ in x = 1. Si ha:
limx® =1, lim (x2 —kx+ k) =1, quindi la funzione ¢ continua per ogni k.  Ora

x—1" x—1t

3x’ 0<x<l : o
f(x)= * <l e lim3x® = 3,lim(2x—k)=2—k, pertanto la derivabilita si ha solo per
2x—k I<x<2 oo xol"

3

<x<l1
2 —k=3= k=-1. In questo caso si ha: f(x) = x2 =1 Applichiamo il teorema:
x +x-1 I<x<2
7(2)-7(0) 5-0 5 . 3¢2=2 0<c<l c:\ﬁ 0<c<l
f'(c)= -2_~_2. Deve percio essere: 2 - 6 .
2-0 2 2

5
20+1=§ l<c<2 c:%(N.A) l<c<2

Quindi un solo valore accettabile.
(Liceo scientifico 2015/16) Si stabilisca se la seguente affermazione ¢ vera o falsa, giustificando la

risposta: “Esiste un polinomio P(x) tale che: |P(x) — cos(x)| < 1073, VxeR”. Suggerimento: si con-

sideri lo sviluppo di Taylor della funzione cos(x).

4 6 2
x X "

X n X

Sappiamo che lo sviluppo di Taylor ¢ cos(x)=1-—+——-—+...+(-1) -
PP PP Y ( ) 2! 4! 6! ( ) (2n)!
inoltre che I’errore che commettiamo approssimando la funzione con il suo polinomio ¢ dato dal primo

termine che si trascura. Quindi il “migliore” polinomio che approssima cos(x) differisce da esso di un
2n

termine m, che ovviamente non potra mai essere minore di alcuna quantita finita per ogni x, dato
n)!

che per x che tende a +oo, anche tale valore tende a +oo.

(Liceo Scientifico 2016/17) Determinare il numero reale o in modo che il valore di

+..., sappiamo

. Sin (x) -X
hrrol— sia un numero reale non nullo.
X—> x
Possiamo applicare il Teorema di De L’Hopital:
o a>3
lim sm(x)—x —lim cos (xl—l —lim —sm(x) — —lim —cos(x) - _l 03
x—0 xa x—0 axa x—0 a.(a_l)xa x—)Oa.(a_l).(a_z)xa 6
0 a<3

(Liceo Scientifico 2016/17) Dimostrare che I'equazione: tan ~!(x) + x> + ¢* = 0, ha una e una sola
soluzione reale.

Abbiamo tan '(0)+ 0+ ®=1>0e tan '(-1)+ (-1)* + ¢! <0, quindi per il teorema di esistenza de-
gli zeri I’equazione ha almeno una soluzione in (—1; 0). D’altro canto si ha D(tan ~'(x) + x* + &) =

e +3x” +¢*, che & un’espressione positiva per ogni x. Quindi la funzione f{x) = tan "'(x) + x* + &,
+Xx

¢ sempre crescente, quindi anche iniettiva, percio essa puo incontrare al massimo una volta 1’asse x.

(Liceo Scientifico 2016/17) Data la funzione: f{(x) = |4 — x?|, verificare che essa non soddisfa tutte
le ipotesi del teorema di Rolle nell'intervallo [-3; 3] e che comunque esiste almeno un punto
dell'intervallo [-3;3] in cui la derivata prima di f{x) si annulla. Questo esempio contraddice il
teorema di Rolle? Motivare la risposta in maniera esauriente.

Pur essendo la funzione continua in [-3; 3] e con f{—3) =f(3) = 1, essa non ¢ derivabile in (=3; 3); in
4-x* xe [—2; 2]

d .
-4 xe[-3;2)u(2:3]’ a el

effetti non ¢ derivabile per x = + 2, dato che f (x)={
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' —-2x xe(—2;2) o e A ent et PP

/ <x>—{2x ey ¢ Qi (1) (2)=2=(7) @RV (2)=2=(7) (2)
Ciononostante si ha f'(0) = 0; ma cio non contraddice il teorema di Rolle perché esso ¢ una condizione
necessaria e non sufficiente.

(Liceo Scientifico 2017/18) Dimostra che il grafico di un qualsiasi polinomio di grado » > 0 non
puo possedere piu di 27 —1 punti nei quali la retta normale al grafico passa per ’origine.

Sia fix) = aox" + aix" ~ '+ ... + a, - 1 x + an, I’equazione della normale avrebbe come termine noto
%o

n n-1 . .
apx, +a,x, +..+a, x,+a,+ , che facilmente si vede rappresentare

n—1

nayx,” +(n—1)ax,” +..+a,,
un polinomio di grado 2n — 1, diviso un polinomio di grado n — 1 e percio si annulla al massimo per 2n
— 1 valori reali.

(Liceo Scientifico 2017/18) Determinare i valori di & tali che la retta di equazione y = —4x + k sia
tangente alla curva di equazione y = x* — 4x? + 5.

La retta e la curva sono tangenti in un punto di ascissa xo se il sistema formato dalle loro equazioni, in
pratica I’equazione x° — 4x*> + 5 = —4x + k, ha almeno due soluzioni coincidenti. Il problema ¢ che ab-
biamo a che fare con un’equazione di III grado, x> — 4x> + 4x + 5 — k = 0, che non & semplice da risol-
vere. Allora imponiamo I’uguaglianza: x> — 4x*> + 4x + 5 — k = (x — h)*> - (x — p), che conduce
all’uguaglianza di due polinomi: x* — 4x* + 4x + 5 — k= x> — x>-(2h + p) + x-(h* + 2hp) — h*p. a questo
punto applichiamo il principio di identita dei polinomi, imponendo I’uguaglianza dei coefficienti delle

2h+p=4
incognite di uguale grado, ottenendo il sistema < 4° +2hp =4, che, pur essendo di IV grado & semplice
Wp=k-5
p=4-2h p=4-2h ;
da risolvere: {h° +8h—4h> =4=3h* -8h+4=0=>: h= 3V h=2 . Oppure possiamo imporre
k=5+h>p k=5+h>p 167
k= —7 vk=5

che il coefficiente angolare della generica tangente alla curva in un suo punto sia uguale a quello della
retta. Cioé 3x*> — 8x = — 4, che ha soluzioni: 2/3 e 2. Pertanto gli unici due punti in cui le tangenti sono
parallele alla retta data hanno le ascisse trovate, quindi sono 1 punti (2/3; 95/27) e (2; —3). Affinché
questi punti appartengano anche alla retta data deve essere: k = 4x + y, quindi k= 8/3 + 95/27 = 167/27
oppure k=8 — 3 =5, che ovviamente coincidono con i valori trovati con I’altra procedura.

1010
(Liceo Scientifico 2018/19) E assegnata la funzione g(x)=) x™'. Provare che esiste un solo xo

n=1

g(x)

€ R tale che g(xo) = 0. Determinare inoltre il valore di lim ——.

X—>+00 l’lx
1010
Abbiamo g(0) = 0. Inoltre g '(x) = Z(Zn - 1) -x”", che & positiva per ogni x, quindi la funzione & stret-
n=1
tamente crescente, il che implica che 0 ¢ ’unico zero della funzione. Passiamo al calcolo del limite:
1010

Z x2n—1

lim 2= =0, perché un’esponenziale a base maggiore di 1 ¢ un infinito di ordine superiore a

X—>+00 1’ 1*

qualsiasi polinomio.
(Liceo Scientifico 2022/23) Determinare I’equazione della retta tangente alla curva di equazione

y=+/25—x" nel suo punto di ascissa 3, utilizzando due metodi diversi.
La curva rappresenta una semicirconferenza di centro I’origine e raggio 5, quindi un metodo consiste
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nel tracciare la perpendicolare alla diametrale passante per (3; 4), che ha coefficiente angolare —4/3, e
percid € y —4 =% (x — 3) < 3x — 4y + 7 = 0. Oppure utilizzando le derivate per determinare il coeffi-
ciente angolare: y'(x) S S y'(3) = _—3

25— 4

—1+tan™ (x) x<0

Si consideri la funzione: f (x) ={ . Determinare per quali valori dei parame-

ax+b x>0

tri reali a, b la funzione ¢ derivabile. Stabilire se esiste un intervallo di R in cui la funzione f
soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle. Motivare la risposta.

La funzione deve essere continua = hm[ 1+tan” (x)] =—1,lim (ax+b)=b = b=-1, ¢ ovviamen-

x—0 x—0"

. . . x<0 X 1
te derivata sinistra e destra devono essere uguali: f° '(x) =9 1+x7 = lim "
x=>0" |+ x

=1 =>a=1A

2
a x>0

<0
questo punto f '(x) =q1+x° g , per la validita del Teorema di Rolle deve esistere un intervallo
1 x>0

[a; b] in cui si ha f{a) = f(b). Consideriamo i vari casi:

Da<b<0=-1+tan'(a)= -1 + tan"'(b) = tan '(a) = tan"'(b) = a = b. Non si puo applicare;
2)a<0<b=>—1+tan'(a)=b— 1= tan '(a) = b = a = tan(b), che non & possibile perché a <0 e b > 0.
Non si puo applicare;

3)0<a<b=a—-1 =b -1 = a=b. Non si puo applicare;

Si poteva anche osservare che f'(x) > 0 quindi la funzione ¢ strettamente crescente e percio iniettiva.

Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali

(HSMC2003) Determinare le ascisse di tutti i punti della funzione f (x) = Ll , la cui tangente
X+

passa anche per (1; 2).
x+l-x 1 c |

f'(x)z (x+1)2 _(x+1)2 , ’equazione della tangente ¢ y—m:m(x—c), nella generica
scissa c. Deve aversi:
e 1 (1- ):>C+2— Ie = (c+2)(c+l)-l+c=0=>c +dc+1=0=c=-2%+3

2 ¢ - 2
c+1 (c+1) c+1 (C+1)
(HSMC2004) Sia f una funzione derivabile tale che fix + y) =fi{x) + f(y) +Sxy Vxeye f'(0) =3.

Calcolare f'(x).
Si ha f{0) = (0 + 0) = f0) + f{0) + 5(0)(0) = 2£(0), quindi f{0) = 0. Da f'(0) = 3, abbiamo:

7'(0) zlimM =3= lirnM =3, d’altro canto
h—0 h h—0 h
— )+ +5xh
f'(x)_klﬁolf(x_'_hz f(h %u’r(} /% X M %llng|: h +SXi|—3+5X

(HSMC2005) Se gonfiamo una palla sferica a un tasso di 16 cm? al secondo, a che tasso aumenta
il raggio quando ¢ 4 cm?
V_iﬂ'l” =V'= 47rr2£:>£: 4 - = 162 :L

3 dt dt  4xr 4y 4

X —X

si chiama tangente iperbolica, calcolare itanif1 [tan(x)] .

Rice2006) tanh =
( ) tan (x) e +e” dx
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2x

z‘anh(x)=e —e_ =€2 _1:>z‘anh_1( )=In y+1:>itanh [tan )]=i In —tan(x)+l
e'+e” e +1 y—1 dx tan(x)—l

dx

\/an(x) \/tan( x)-1 [tan +1][tan(x)—l:|—[tan2(x)+1}-[tan(x)+l]:

tan(x)+1 2 tan(x) [tan(x)—l]2
1 W —2[“1”2 (X)+1] _tan® (x)+1 _ sin®(x)+cos®(x) 1

2 tan(x)+1 [z‘an(x)_qZ " 1-tan’ (x) " cos’ (x)—sin®(x) B cos(2x) = sec(2x)

5.  (Rice2008) Determinare il valore della n—esima derivata di f{x) = sin"(x), in x = 0.
f'x)=n -sin"~ 1(x) cos(x) f”(x) = n(n — 1)-sin" ~4(x) - cos(x) —n - sin"(x); f"(x)=n (n—1) (n - 2)
sin” ~3(x) - cos(x) — sin" " 1(x) — n? - sin" " (x) - cos(x); ...; f"(x) = n! - cos(x) — S(x), dove S(x) sono ad-
dendi che contengono tutti una potenza di sin(x), quindi: /"(0) = n!

6.

(HSMC2008) Sia una funzione f che verifica fix + y) = fix) + fy) + 3x%y + 3xp* + 2xy e
hmf( ) =0. Calcolare f'(x).

x—0 X

Si ha f{0) =£(0 + 0) j(O) + f(0) + 0 = 2/(0), quindi f{0) = 0. Ora:
f'(x)zlimf(x+hh /éfj+f +3x2h+3xh2+3hx_m

"0 h h

h—0

+x%+3xh+3x |=x* +3x>

n—1

7.  (Rice2008) Calcolare Z 2

Suggerimento: Moltiplicare per 2 e osservare che il termine gene-
rale ¢ derivata ennesima di ...

0 211—1 0 211

© xn (2x © 2n Y - 2
Si ha: 2- = Z— , ricordiamo che e* = Z— =™ = Z Z
= n! = n! = n! n! n!
n=0 . n=0 . n=0 n=0
8.

n:O n=0 n '
(HSMC2008) Trovare la derivata di ordine 2008 di f{x) = x2°"7 . In(x)

F706) = 200732996 . () + 32906 = x2006 . 2007 n(x) + 11; £ (x) = 20065205 - [20071n(x) + 1] + 2007x2905
= 295 . 12006 - 2007In(x) + 40013]; £7"(x) = %% - [2005 - 2006 - 2007In(x) + 12072107]; ...; £29%(x)
—x-[3-...-2005 - 2006 - 2007/n(x) + N]; f2%7(x) =2 - 3 - ... - 2005 - 2006 - 2007In(x) + N, con M ¢
N numeri interi il cui valore non importa, dato che la successiva derivata non li contiene: f2°%(x) =
2007!/x

9. (AK2008) Se x" +y" =1, per qualche numero reale non nullo n, calcolare y”

i =(1—x")’17 L (1—xn)7(_;{xml).

"__

(] = (1) 1) e
X = "2(1 n)(l—x") n :(l—n)-

2n-1

(HSMC2009) Sia una funzione tale che si abbia f(1) =3, f(3) =1, f'(1) =—4 e f'(3) = 2. Determi-

10.

nare la pendenza della tangente a f-11 (x) inx=1.
D{ 1 } L 1 L
f—l (x) . [fq (1)}2 D[f(y)]y:3 I:f71 (1)]2 f'(3)32 18

11.

50

(HSMC2009) Calcolare la derivata 50—esima di f(x)= . inx=0.
—-X

65



12.

13.

14.

15.

16.

Carmelo Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Volume 5 — Capitolo 10 - Unita 1

507 (1-x)+x"  x¥(50-49x x*(2352x° —4800x +50-49
fv(x): ( ) — ( );f"(X): ( )

(1) (1-x) (1-x)
che all’aumentare dell’ordine di derivazione, 1I’esponente del fattore comune diminuisce di una unita,

per cui alla derivata 50* avremo al numeratore un polinomio di grado 50 e al denominatore la potenza
51%di (1 —x). Ponendo x = 0 ci rimane solo il termine noto del polinomio, che ¢ uguale a 50!

, Cl accorgiamo

(G
tan | — |—tan | —
(Rice2010) Caleolare lim X1 t X,
t—
Applichiamo De L’Hopital derivando rispetto a ¢ e considerando x  costante:

1 -1 M -1 1

lim . =1lim S

0 (1)2+1 (o) |20 (v 41 (ol | 2

X+t

(AK2010) y(x) verifica ’equazione In(x + y) — e + 1 = 0. Calcolare y'(0).

Si ha In[x + y(x)] — 2™ + 1 = 0, quindi: In[y(0)] = 0 = »(0) = 1. Adesso deriviamo:
1+y'(x) 2xy(x) 1+y'(0)
—e " 2y(x)+2xy'(x) |=0=>
x+y(x) [ y( ) xy( )] 0+y(0)
(HSMC2011) Determinare la somma di tutti i numeri ¢ che rendono la seguente funzione deri-

X+t x—1 x<1

—¢'[2y(0)+0]=0=1+y'(0)-2=0=y'(0) =1

vabile in x = 1: x)= .
f() {c-x2+5x+l x>1

Intanto stabiliamo la continuita:
lim<x2 +c? ~x—l)=cz;lim(c.x2 +5x+1 )=c+6:>c2 =c+6=>c=-2Vv3

x—1" x—l1*

Passiamo alla derivabilita:

f'(x):{2x+cz x<l:>f'(x)={2x+4 x<l1 '(x):{2x+9 x<1:>

Vv
2ex+5 x>1 —4x+5 x>1 6x+5 x>1

= lim(2x+4):]lci_r)}}(—4x+5 )v)lci_rj}(2x+9): 1im(6x+5 ):>6=l:>11:11

x—1" x—o1"
E accettabile solo ¢ = 3, che ¢ anche la soluzione
(HSMC2000) Let f{x) be a differentiable function and suppose a is a real number such that f{a) >
0 and f'(a) > 0. Let P be the point (a; f{a)); let Q be the point (a; 0) and let R be the point where
the tangent line to the graph of f{x) at P intersects the x—axis. Give a formula for the area of the
triangle with vertices POR.
Traduzione. Sia f(x) una funzione derivabile e a un numero reale tale che si abbia f(a) >0 e f"(a) > 0.
Sia P il punto (a; f(a)); sia Q il punto (a; 0) ed R il punto dove la tangente al grafico di f{x) in P incon-
tra I’asse x. Trovare la formula per calcolare 1’area del triangolo di vertici POR.
Determiniamo le coordinate di R: la tangente in P: y — fla) = f'(a) (x — a); 'intersezione con 1’asse x:

—a——f(a) =>R=|a- f(a). ’area del triangolo :

Xx= f'(a) R_{ f'(a)’OJ.L del triangolo POR:

1 Z ff)a) i :f(a)' ;(a) 1 :M-{a—ajt f(a)}: [f(a)T , 1l determinante
2 £ (@) 2 a—f'(a) 2 f'(a)| 2f'(a)

¢ stato calcolato in valore assoluto.

(HSMC2001) Find f'(0) if f{x) = x + f(—x) for all x.

' )=1-f"(x)=f'0)=1-f"0)=f"(0)=1/2
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2

(HSMC2001) Let fbe infinitely differentiable and suppose that ftlj _ " yuen- Find £1V(0).
n

n +1
Ut N oy 2(307-1)
f(n)_l/n2+1_l+n2:f(n)_(1+n2)23f (n)= (1+n2)3 =
jfm(n)z24n(1—n2):>f“/(n)=24(5n4—10n2+1) " (0)=24
(l-i-nz)4 (1+r12)5

(HSMC2001) Suppose that g(x) = fix3 + f [x* + fix)]}, where f(1) =1; f(2) = 2; f'(N)=1; f'2Q) =2
and f'(3) =3 . Then g’'(1) is?

Traduzione. Supponiamo che g(x) = f{x> + f[x* + fAx)]}, con A1) =1; A2)=2; f'(1)=1;f'(2Q)=2¢f
'(3) = 3. Quanto vale g'(1)?

&) =f" + [+ A1} 3 + [ + 0] - 2x + 0]} = (D) =f{P+f[1P+AD]- 3+ /1
FAD] -2+ =, TL+fA+ DIB+//A+ 1) - @+ D] =,T1+f @B +f/2)-31=/'(1 +
2)3+2-3)=f'(3)-9=3-9=27

2002
x —

(HSMC2002) Define a function fby f(x)= , for all x = 1. Compute the limit lim / '(x).

_ 20027 (x—1) - _ 20016 ~2002"" +1 _ . 2001x™" ~2002x""" +1

"(x = lim =
) (x-1) (x-1) ol (x-1)’
. 2001-2002x*"=2002-2001x** .. 2001-2002-2001x*** —2002-2001-2000x""
=1lim =lim =
Xl 2 ( Y — 1) x>l 2
B 2001-2002-(2001—2000)

=2001-1001=2003001

2
(HSMC2002) The tangent line to the graph of the equation y = x> + 7x + 11 at the point (3; 41)
crosses the y-axis at the point (0; a), where a is a real number. What is the value of a?
Traduzione. La tangente al grafico dell’equazione y = x* + 7x + 11 nel punto (3; 41) attraversa I’asse y
nel punto (0; a), con a numero reale. Quanto vale a?
Latangente¢ y—41=(2-3+7) - (x—3) = y=13x + 2. Che incontra I’asse y in (0; 2)
(HSMC2003) Let fand g be differentiable functions with some values of the functions and their
derivatives given in the chart below. What is the derivative of f [g(x)] at x =2?
Traduzione. Siano f'e g funzioni derivabili, alcuni valori delle funzioni e delle loro derivate sono dati

nella tabella sotto. Quanto vale la derivata di f[g(x)] in x =27
x |1]2]3]4
fx) |214|3]1
f'x)|4]3]2]1
gx) |3]1[4]2
gix)[2]4]1]3

D{f[g)]} =/"[g()] - &'(x) = DY [g0)]}x=2=f"[g(2)] - &'(2) =f"[1] - 4=4-4=16
(CEEB2005) A car is travelling on a straight road. For 0 < 7 < 24 seconds, the car’s velocity v(¢),

in meters per second, is modelled by the piecewise-linear function defined by the following graph

mis

A= (4,20) 8= (16, 20)

a) For each of v'(4) and v'(20), find the value or explain why it does not exist. b) Let a(?) be the
car’s acceleration at time #, in m/s?, for 0 < ¢ < 24, write a piecewise-defined function for a(?). c)
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24.

25.
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Find the average rate of change of v over the interval 8 < ¢z < 20. Does the Mean Value Theorem
guarantee a value of ¢, for 8 < ¢ <20, such that v'(c) is equal to this average rate of change?
Traduzione. Una macchina viaggia su una strada rettilinea. Per 0 <t < 24 secondi, v(¢), la velocita del-

la macchina in metri al secondo, ¢ rappresentata dalla funzione lineare a tratti mostrata nel grafico se-
guente. a) Per v/(4) e v/(20) trova il valore o spiega perché non esiste. b) Sia a(f) ’accelerazione della
macchina al tempo ¢, in m/s*, per 0 < ¢ < 24, scrivi una funzione definita a tratti per a(¢). ¢) Trova il

tasso medio di variazione di v nell’intervallo 8 < ¢ < 20. Il Teorema del valor medio garantisce un va-
lore di ¢, per 8 < ¢ <20, in modo che V'(c) sia uguale a questo tasso medio di variazione?

a) La funzione non ¢ derivabile per ¢ = 4, dove si osserva un evidente punto angoloso; per ¢ = 20 bi-
sogna considerare la pendenza del segmento cui appartiene, che vale —20/8 m/s* = 2,5 m/s*;

5 O0<t<4
b) Tenuto conto di quanto detto facilmente troviamo: a (t) =<0 4<t<16;
2,5 16<t<24

c) Determiniamo v(20), la retta cui appartiene il segmento ha equazione:
y=20 x-16 -y+20 x-16
= - 3 = 5
0-20 24-16 20 £

y= —%x+60:> v(20)=10, quindi

20)—v(8 —
v(20)-v( ):10 20m/szz—ém/sz;
20-8 12 6
Il teorema non si applica in [8; 20] perché non esiste v'(16).

(AK2008) If f(x) _2 g(x)= 2x+1 , compute D{f[2(x)}.
X X

D{f[g(x)]}Zf'[g(x)]-g'(x):_ 2 .x2+1—2x2:2x22_2

2
X x241 X
211

(AK2009) Let y be a function of x which satisfies /n(x + y) — 2xy = 0 and y(0) = 1. Find y'(0).
1+ y'(O)

0+y(0)

D[ln(x+y)—2xy]:%—2)/—2)@/':0: ~2y(0)-2:0-y'(0)=0=

=1+'(0)-2=0= y'(0)=1

ax x<2

(AK2010) For what values of a and b will f(x) :{ be differentiable for all

ax’ —bx+3 x>2
values of x?

a x<2 : o R
f '(x) = . Imponiamo continuita e derivabilita:
2ax-b x>2

. . 3
lim (ax) = lim (ax’ ~bx+3) )0 _44 2543 (2a-6a=-3 |*=
i im :{ —4a-b :{b—3 1. 9
}Lr?(a)—xlir?(Zax—b) a=4a =3a p2

4

(HSMC2011) Let A(x) = x - f ~'(x). Use the table of values below to find 4'(5).

x| ) | f(x)
4 -1

2

3] 5 2

5 1 3
' -1 X , 0 5 5 11
S T R AV T R
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Test di ammissione alle Universita o alle Accademie militari

(Odontoiatria 1997) La derivata prima della funzione f{x) =x - 3x—-2) é:

1.
A) 3x -2 B) 6x -2 C) -2x D) x E) nessuna delle risposte proposte e' corretta
f'(x) =3x—2+ 3x = 6x— 2. Risposta corretta B

2. (Medicina 1997) La derivata della funzione f{x) = Sx + 2/n(x) e:

A) 5+2xB) 2/x C) 5+ 2 In(x)/x D) S + 2/x E) nessuna di quelle delle precedenti risposte
f'(x) =5+ 2/x. Risposta corretta D
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