11. ’integrazione

11.1 Integrazione indefinita

L’integrale come area di un trapezoide

Inscrivendo e circoscrivendo 10 plurirettangoli, determinare dei valori approssimati per difetto e per ec-
cesso delle aree dei seguenti integrali definiti. Nelle risposte indichiamo con I il valore esatto.

1. a) J:xdx;b) f02x2 dx; ©) j:zidx;d) f;xzdx

a) s(10) = [A0) + A1/10) + A2/10) + ... + A9/10)/10 = (0 + 1/10 + 2/10 + ... + 9/10)/10 = (1 + 2 + 3 +
.. +9)/100 = 45/100 = 0,45; S(10) = [f{1/10) + A2/10) + ... + A1)]/10 = (1/10 + 2/10 + ... + 9/10 +

1
1)/10 = 55/100 = 0,55. Quindi possiamo dire che si ha: 0,45 < f x dx <0,55. Il valore esatto ¢ '4
0

= 0,5, dato che ¢ I’area di un triangolo rettangolo isoscele di cateti che misurano 1.
b) s(10) = [/0) + f(2/10) + f(4/10) + ... + f(18/10)]/5 = (0 + 4/100 + 16/100 + ... + 324/100)/10 = (4 +
16 + ... +324)/500 = 57/25 = 2,28; S(10) = [f(2/10) + f{4/10) + ... + A2)]/5 = (4/100 + 16/100 + ... +

2
324/100 + 4)/500 = 77/50 = 3,08. Quindi possiamo dire che si ha: 2,28 < f x” dx <3,08. 1l valore
0

esatto € 8/3 ~ 2,67.

c) La funzione ¢ decrescente, quindi la somma inferiore parte da f{11/10) e arriva a f{2), mentre quella
superiore parte da f{1) e arriva a f{19/10). s(10) = [f{11/10) + f12/10) + ... + (2)]/10 = (10/11 +
10/12 + ... + 15)/10 = 0,67; S(10) = [f(1) + f(2/10) + ... + f(19/10)]/10 = 0,72. Quindi possiamo dire

2
che si ha: 0,67 < f 1 dx < 0,72. 1l valore esatto ¢ /n(2) = 0,69;
L x

d) s(10) = [f(-19/10) + fi—18/10) + ... + f(~1)]/10 = (361/100 + 324/100 + ... + 1)/10 = 437/200 =
2,185; 8(10) = [f(-2) + f(-19/10) + ... + f(—11/100) = 497/200 = 2,485. Quindi possiamo dire che si

~1
ha: 2,185 < f x* dx < 2,485 . 1l valore esatto ¢ 7/3 ~ 2,333.
-2
25 ) 2x? 41 ) 2 52
2. a) fo x> dx; b) L = dv30) L T dxsd) f1x2+1dx
a) s(10) = [f(0) + f(2/10) + f(4/10) + ... + f(18/10)]/5 = 81/25 = 3,24; S(10) = [f(2/10) + f(4/10) + ... +
2
f(2)]/5 =121/25 = 4,84. Quindi possiamo dire che si ha: 3,24 < f x* dx < 4,84 . 11 valore esatto &
0

4
b) 5(10) = [AA-2) + A=19/10) + A-18/10) + ... + i-=12/10))/10 ~ 0,46; S(10) = [A~19/10) + A-18/10) +

—1
... +f(=1))])/10 = 0,54. Quindi possiamo dire che si ha: 0,46 < f iz dx < 0,54 . 11 valore esatto ¢

% =0,5;
¢) s(10) = [A(=3) + f(-29/10) + f(-28/10) + ... + f{—19/10)]/10 = 1,16; S(10) = [{—29/10) + A-28/10) +
2x? 41

—— dx <1,17. 1l valore esatto ¢
x

.. T (=2)]/10 = 1,17. Quindi possiamo dire che si ha: 1,16 < fﬁ
-3

7/6=1,16;
d) s(10) = [fi-1) + AA=7/10) + =4/10) + ... + A17/10))/10 ~ 1,07; S(10) = [A~7/10) + A—4/10) + ... +

2
f(2)]/10 = 1,16. Quindi possiamo dire che si ha: 1,07 < f dx <1,16. 1l valore esatto ¢ tan™
-1

xz
X +1
104) =% (n—4)~ 1,11.

3. a) L/;W/zsin x dx;b) L/flnx dx ; ¢) ﬁl~/l—x2dx;d) fjex d
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a) s(10) = [0) + fin/20) + fin/10) + ... + f(97/20)]/10 = 0,92; S(10) = [(n/20) + f(n/10) + ... +
Aw/2)]/10 = 1,08. Quindi possiamo dire che si ha: 0,92 < j;msin x dx <1,08. 1l valore esatto ¢ 1;

b) s(10) =[f(1) + f[6/5) + [7/5) + ... + f(14/5)]/10 = 1,18; S(10) = [(6/5) + [7/5) + ... + f(3)]/10 = 1,40.
Quindi possiamo dire che si ha: 1,18 < jfln x dx <1,40. Il valore esatto ¢ /n(27) — 2 = 1,30;

c) s(10) = [f(1/10) + £(2/10) + ... + f(1)]/10 = 0,83; S(10) = [A0) + f(1/10) + f2/10) + ... + f(9/10)]/10 =
0,73. Quindi possiamo dire che si ha: 0,73 < j:) lm dx < 0,83. 1l valore esatto ¢ /4 ~ 0,79;

d) s(10) = [f(-1) + f(=7/10) + (-4/10) + ... + f(17/10)]/10 = 6,02; S(10) = [f(-7/10) + f[—4/10) + ... +
£(2)]/10 = 8,13. Quindi possiamo dire che si ha: 6,02 < fj e* dx <8,13. 1l valore esatto & &> — ¢ ' ~

7,02.
4. Determinare una relazione fra S(n) e s(n) relativamente a f{x) definita e strettamente monotona
nell’intervallo [a; b].
Facilmente si vede che le due somme hanno gli addendi dal secondo a quello di posto n — 1 che sono
uguali, quindi indicando con 4 questi addendi avremo, se la funzione ¢ crescente in [a; b]: s(n) =fla) +
A e S(n)=A+ f(b) = S(n) =s(n) + fib) — fla). se invece ¢ decrescente: S(n) = s(n) + fla) — f(b), quindi
in generale: S(n) = s(n) + |f(b) — fla)|.

L’operatore inverso della derivata

Calcolare le derivate rispetto ad x delle seguenti Sfunzioni integrali
2t

1. )jsm dt ; b)j”+ ,)j d d)j“f” )j-e_tdt;i)jsm(tz)dt
)

cos dpet 4t " tan” (1)
) D{J«Sin (1) d] sin b) DLI\/z‘ +1 ] Vx? L0) DUZIZ(I) dt]:lnz(x);
. £’ +3 x*+3 o1 +1 x”+1
\/_+t x/;+x. D et g |- e —x D I Sin(fz) gl Sl”(xz)
J.cos cos(x)’ ) I e+ i e +xt D J‘tanl(t) ! tan 1()c)
) 1
x? Sl-n t 2 +x \/;+t 2x+1 e
2. a)! t a’t;b) -([mdt;c) je dt
X2 . 2 2 x2+x 2 2
2 D J-sm(t) u _Sln(2 ) e Sll’l(X) J- Jr+t & :\/x +x+x +x-(2x+l);
> X 0 cos(t) cos(x2+x)

x+1 X+l x24x

4. a) sm dt b) Icos dt ) Ie dt,x>1

X+l

a) D(Tsin (¢) a’t} =sin(x+1)—sin(x); b) D( J. cos(t) dtJ = cos (x3 +1)-3x2 —cos (xz)-Zx;

2

X X

2
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c) D( J. e a’l‘,x>1}=e’“2+"~(2x+1)—e"2 Dx=e" -(2xe"+ex—2x)

x2

3/_2 tan(x”‘)
5. a)j ‘g, x>13b) J’ (£ +3t+1) dt,0<x<150) j tan™ (¢) dt,x > 1
X+l tan(xz)

3
x2

a) D{ J. e dt,x>1]=ex4+l -2)6—6(”1)2+1 = 2xe" ! —ex2+2"+2; b) D I (t2+3t+1) dt,0<x<1|=
N

x+1
tan(x4 )

;¢) D I tan’l(t) dt,x>1|= x4[tan2(x4) +1] - 4x3 —

= (x¥x +33% +1)-
(x x +34/x +) \/; N

x* [tan*(x*) + 1] - 2x.

3;/_ (x+3\/_+1)

Usando il teorema di De I’Hépital calcolare i seguenti limiti

[ rwa

6. 0 , con f{x) funzione continua per x > 0, tale che f{0) = 1.

0 x-cos(x

lim /() =1

=0 cos (x) —Xx-sin (x)

j " cos(t)dt [ e dt j e si+1de
7. a) lim=>———;b) lim*! ;¢) lim
=0 x-szn(x) a1 ln(x) X2 x> +8

i —4x*sin (x2 ) +2cos (x2 )

x—0 Sin(x) +x-cos(x) =0 cos (x)+c0s(x) —-X szn(x) a

3 . _
R TP ¥ =3
J- ISint(t) i J‘ll’lff) dt
8. Calcolare a) l1r£1 £ B ;3 b) h%lol(l—) ;0) lirél 2
0" ] —cos(x =0 [n(l+x =0T e
J.e dt

Usando il teorema fondamentale del calcolo integrale e la regola di De L’Hopital, otteniamo:

a) lim 'e_x =400, b) hmw = lim (1+x) =1;c¢) lim ln(jc) — lim € ln(x)
x—0" Sln(x) x—0" X x—0" x=>0" xe * x—0" X

=—©

Calcolare i seguenti integrali indefiniti

9. =) [Yxdsb) [IxPdxso) I%dx;d) j%dx

1/8-1 9/17

8 b
a) [x"Sax =" +c= +c;b) [x*dx= +c= te:
il 1/8+1 o8/’ il 9/7 9
3/4 e
c) J‘x’wdx:x +c 4\/_+c d)J. =2 c:—L+c
3/4 ex’

10. a) [2"dr;b) fs;?nzxx dx; ©) I\/_dx,d) IS\/:dx



11.

12.

13.

14.

15.
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2 siX cos 2 2
) +c b)f (>dx—2sm @c C)J 21/2dx_5/2 2x5«/;+

7/8 , 7
d) Iﬁ/gxwdx:\/_x +c—8 3x +c

7/8 7
I 2
a) I%dx;b) I;dx;c)J. ’—lse:m x

dx 5 d) j 27 dx

17/12 12, 5
23-1/4 g X _12x x) _ 1 _ .
a)j 17/12 c= T c;b)2In(x|) + ¢; ¢) -[cos x) x—jcosz(x)dx—tan(x)+c,
2x+3
d) 8|2 dx=
) j x ln(2)+c

NES 2 3
a __+ dxs;b dx;c 3x* —Z.sin x — dx
) U J ) f[ ] ) f[ 3 cos® x
-3/5 8/3 2/5 23 2 s[>
a) J’(x5/3_7x_2+9x de—x 7  45x _ 3x"4x +7 451/ x e

== 4+ 4+ +e= —+
1 83 x 22 8 x 2h

—1/3 e+l
b)f[xe‘ex“x ]d":x *+3”J_

Y4 e+l 234

7/3 23
c)f[\/ix‘”3 —sin x — 3 ]a’x—\/_)C +—= cosx—3tanx+c—3X\/§+3csx—3tanx+c

cos® x 7/3 3 7
a) f Y4cos x —L—l-i dx 3 b) f
x 41 Q/X_S

3
a) Jasin x —5tan™ x —i—l—c;b) 3)3/;

3,2
X

JI—-x* X

—17sin”" x +2In |x| +c

dx

2 2 1 sin x
a 55+ dx,b 45— +—|dx;c — ————| dx
)f e+1 )f 7r+1 de )f 7x x3 %/7
5—e
X —e 5 X 5. 5—e
a)f 5x+2x7671+3x76/5 dx: 5 _2x +15x +C: 5 . 2e+15 X +c’
In5 e 5—e ns5 ex 5—e
e—2
x+1 . 7 x+1 € e—2
b)f4x+1 o gr— 4 B 8 +2ex g 4 _ 8 +2e X te:
n4 7x" e—2 n4 7x" e—2

2 * 2 272 o 243277 2 .
a) f 77"7\/5 27 4 > dx = T f +—tan X +c= T + 3 +=tan x +c>
3cos” x Inm In 2 3 Inm In 2 3
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2
16. @) [x+1dvsb) [ 2041 dr;0) fLiledx
X

1 ; 2x+1" x+1°
+ 13 +¢;b) — | 2 = e = =1 2
a)(x +1)°/3+¢; b) 2f2 2x+1 " dx 2 +c;c) f ) dx f x+ldx="%x+1)+

N

x+2 X 4+x*=3x+1
17. a)fx2+1dx;b)f dx

X
ey

3 2
b) f[x2+x—3—|—l]dx:x—+x——3x+ln |x| +c
X 3 2

1
- ]abc:)H—tan1 x +c;
x +1

18.

Jx42:3x -3 2 44
a)f T dx;b)f > dx

a) f P T T e o T 43655/4 _’_24?133“2 4t po=

5)..4 12
4\éx_+24g/;—4i‘/x_3+c;

X

+c
2

b [1+2° dx:x+12

19. a)fcos 2x dx,b)f

cos X

. 2x
dx,c)f;Hd

2cos” x —1 1 . . .
a)dex:f[2—COS2 . ]dx:2x—tan X +c,b)f e —lde=e" —x+c;

2x

c)f —e' +e’ dx—e

20. )f2x 3" _de b)fx +2x7 +3

—e"—e "4

x*+1
N o 3/4° - x
f 234 4 A AP S A
) n2 I[n3/4 In4 In22 In3/4 4"
a 5
2x+1+1 3x 2x+l+l 3x
—————+c==-— — +c=—4" + +c
2in 2 4° 2ln 2 4 In 3/4 4° In 4 In 3/4

2
b)fxz;;jdx:f[z

2x X
21. a) j\wdx;b) fsinz [z]dx; ) ftan2 x dx

2 [ 2:1( do= [ €+1J=e +xtc; b)f1 S :x_S;" a——y

C) ftan X +1—1]dx:tan X —x+c

2 3
- ]abc:x—+x—|—2tan’1 X +c
x~ +1 3

dx (Suggerimento: applicare la formula di prostaferesi)

22 fsin x +sin 3x
) 3-sin 2x



23.

24.

25.

26.

27.

28.
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2 sin-2x cos

f 3'%® dx:§sin Oc

cos 2x x +x —x
a dx;b —dx
)fcos X )f

-[cos x +cos 3x]

M 1 1 _ tan @
a) | — de== [ =

a)f;‘/ 5x+17+ﬁ

dx ; b) fsin3 X cos x dx

X+
2 3
B 4 5x+1 \4’ S5x+1 .
a) fl S5x+1 7 é—1—9 2x+1 - dx: S5x+1 ”/4-1— 2x+1 7-2—|—c: — 2 =+c>
5 55 14 55 14 2x+1
. 4
sin® x
b)fsin3xd[sin x]: p c

\3/ 2x—3" +— !

>|dx 5 b) fx sin x> dx

a)f

3x+1
. 3 2537
a) f[z -3 —+73 123 = 2370 2 e e — c;
3 14 3 14 3 3x+1
2
1 cos x
b) — | 2x-sin x> dx=— +c
) 2-[ 2
3
a) [|¢12x+1° - dx,b)
s f12e+1" 15y 3-2xc
a 2ol 7 2330 M e et L g :\/ ;
) fl + T — | x+ 22+8 x +c B + 2 +c
b) [ d(2Vx )=
a) f x2+13-xdx;b) f\/x2+x+l- 2x+1 dx
P 4
1 ’ 3 X +1
a) — | x+1 2xdx=——+c;
3] ;
1/2 2 x2+x—1—13/2 2,/ )624—x—}—l3
b)fx2+x+l d X’ +x+1 = o= te
3 3
a)fe T +1 dxb)f dx,c)f +e" dx
e [taif1 x]z
2x X _ -1 —1 _ .
a)fe +e' dx= 3 xd[tan x]——z +c;




29.

30.

31.

32.

33.

34.
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2x 1
j- 4+e=In ¥ +1 —x+c

d e +e”
c)f ——dx=Ine"+e " +c=lIn ¢
€x+€ x

1+cos x sin x +cos x 3x
a dx;b dx ; dx
) fx+sin x ) f sin x ) f«/l X2

a) f—d[x+sin x] ln“x—ksm X |]+c b) f [sm x]

X+ sin x

e

dc=x+In ‘sin x‘ +c;
sin x

C) —Ef 1—x° . —2x dx:——-Z (—x2§2+c:—3 1—x* 4c
)f3x—l—5d b) fsm ! & ©) J.\/_dx

1

a)Ef 22x f dx——lnx +1 +5tan x +c;
X
1 2 X ’X
b) fsin*' X d[sin’1 x]:[sm 2x] +cc) 2[222dx:12n(22)+C

3 X
a desb) [— 4
)fx2+6x+9 )f4x4—12x2+9 *

a) f3 x+3 2dx:x_j?)qLc;b) %f4x 2x* =3 de:4 3_12 .
—2x
In ‘x3‘ )i
LT
i3 3 X _3Zn2(‘x3‘) .
o o) -2 = ()] - e
b Dn()]= 4 <4 (o]
C) Jtan x dI:tan x ]:tcln—2()+c
a)j Ax* +1dx;b) jx e“Pdx; c) j—dx
a) %I(x2+l)“2d(\/x_+)—z z(x +1)3/2+c= (x23+1) +c;b) %J-Zx-exz”dx:ex;s +c

&
c) 2J.e—dx:2e“/;+c

a)I 23X +1 dx,b).[sm( )dx,

3 5
@éﬁf<f+ﬁ”w=%§<31fﬂ«=““@”)+mwzf

sin(\/;)
2\x
3sin(%/x_2)

2

dx:—2cos(x/;)+c;

+c

(x +12) SIn(x2+12)+c; n %Icos(g/x_z) a({)=

_j 112 2

7
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35, )J-2x+5 - )I;ijls - )_[32;_ 7

a) sz 1_+6 dx=I(l+3~

j dx:x+ln|2x—l|3+c;

2x—1

)I4x 30+31 J-( jdx=2x+ﬂln|2x—15|+c;
2x-15 2 2x-15 2

o 2[Bo22, =—I[ j =%x_lzn|3x—1o|+c
39 3x-10 63x-10)" 3

,)J‘x+x

36. dx;

”I\/ﬁ b)IJx—+

a) ZI(ZXZ +3)_”2 4xdx =Z~2(2x2 +3)1/2 +c 2% +3 +c;

b) lJ.(x3 +l)_l/4 -3x2dx=%-g(x3 +1)3/4 +c=g4 (x3 +1)3 ;

4 -1(.2
c) J‘ J‘ 2)26 e — +ltan x2)+c:ln(x +1)+2tan (x )+C

dx Sugg. Scrivere sin(x) = 2sin(x/2)cos(x/2); b) I

dx.

sin(x

37. a) j e
) | S’;;S;f/)z;cc;’j ()(C’/C;;) dv=2 j [tan(z J ¥ cot[zﬂ dv=—In {cos (gﬂ in {sin (gﬂ te=in {tan GH e
! ! _ﬂﬂ+c:ln{cot(2x_ﬂ

2x
b) Isin(ﬂ/Z—x) dx__Isin(x—ﬂ/2) dx-—ln{tan(

sfruttato il risultato precedente.

38. a)j ik b)j'\/917dx;c) jﬁdx

1/2 1
a) '[x/2 ( j+c b)J‘ ,—x/3 dx = sin~ (—) c;

ﬂ +c¢ . Abbiamo

=—tan (4x)+c
1 1
39. —————=dx;b) | ——=dx; —d
a)j\h—zs)c2 y )I\/1—6x2 g c)Ix2+3 )
_sin (Sx) _ 1 J6 sin™' (\/a)

b) dx =

a) I ,— 5 +c; %J. 1_(\/&)2 7

c)ﬁ N dx:lanl(&)
3 (x/\/§)2+1 \/g

+c;

+c

3x 1 1
40. a) jmdx, b) Imdx, C) Imdx
a) —gj(l—4x2)_l/2-(—8x)dx=—%(l—4x2)l/2+c=—3 -4 +c;
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X =— x = +c;

3x/4) + 12 (3x/4)2 +1 12
_sin” (2x/5)

1 1 3/4 tan(3x/4)
o I(—

— =+

41 )J' 5x— ld b)J-11x+5

1 10x 1 1 1 , 1 J5/3
—. - dx==In(5x*+9)- dx =
) I[Z 5¢2+9 9 (\/§X/3)2+]} X > n( X"+ ) 3\/5'[{(\/§x/3)2+1] X |

tan’l(x/gx/3) In (5)62 +9)15 —\/gtan’l (\/gx/3)

=In\5x* +9 —

+c= +c
35 15
b) _J.xzjldx—i_sj.x 1+1dx:%ln(x2 +1)+51/‘an’1 (x)+c: ln(x2+1)11 +5tan™ (x)+c
42 )J'6x 1 )J' 2x+5
' B ) e+
)3I I 1/\/_ dx:3ln(x2+7)—ﬁtan(X/ﬁ)+c:ln(x2+7)21_ﬁmn(X/ﬁ)+c;
Tk (x/[) 1 7 7
2 2 -1
b L] 32x dx+§j 4 dx:ln(l6x +1)+§mn1(4x)+czln(l6x +1)+20tan (4r) ,
167 16x* +1 4x +1 16 4 16
43, )J-S)H-Zd b)J- ix—;l
V1-9x
5. 6x (33 +1) o in(35° +1) +4Btan” (VBx)
a) 6j3x +1 \/_I(\/_x) " dx = S \/gtan (\/_x) S +c;

. —1 . -1 _ _ 2

b) —21—18-(1—9x2)7”2dx+1_[ 3 dx:_§(1_9x2)1/2+sm (3x)+c:3sm (3x) 5v1-9x e
18 1 (3x)2 9 3 9
14x+1 x° +3

44. j s )jz -
ln(x2 + 35)245 +\/§tan'1 (x)

a) 7j 22x dx + I 1/\/3_52 dx=ln(x2+35)7+ tanl( i j+c: 35 +cs

X +35 7 35 (x/B5) +1 NEH NE 35

2x+ Sﬁtan"] (\/Ex)

4

DR e AR A S L I

= +
2 e e " T (@x)2+1 ) ‘

1 1
4 a)jx'ln(x)dx’b)jx-ln -lnI:ln ]dx

a) J‘%=h’l‘ln( c;b) I Eingin ]dx=ln‘ln[ln(x)]‘+c

X
a)fwh_x“ dx’b)f2x4—2x2+l

46. dx
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a) f\/i —Szn 4o
tan”' 2x* —1
R f4x —4x° +1+1 :_f IR o=t
cos x _ 1
7w fH—Sinz x dx; b) f ~1+ln2 x]dx
d|sin x X
2) fl—l-[sinz x] dx = tan- [szn x ]+c b) fl—l—ln x] tan"[ln x ]+c

48. a) f%dx; b) f%dx
11— —e
f ln x
J1— In® x
49. a) Ism dx, b) Icos dx, ) .[ dx

xln( )

a) Isin(x)[l—cosz (x)] dxzjsin(x) dx+jcos2 (x)sin(x) dx:—cos(x)+

=sin ln x]-}-c b) sin”!(e") + ¢

cos® (x) e cos(x)- [2cos2 (x) —3]
3 6

jcos(x) . [1 —sin’ (x)}2 dx = Icos (x) . [1 — sin’ ()c)]2 dx = jcos (x)dx + _[sin4 (x)cos (x)dx -
sin’ (x) B 2sin’ (x) e
5 3

+c>

b)
—2_[sin2 (x)cos (x)dx = sin (x) +

0) D[m(ﬁ)}_%_%:jc{m(—()zz))]_ln‘ln(xz)‘+c

In

50.

a)f\/idx,b)fﬁdx c)fm

2 N
a) lf 2 = dx:sm i +c;b) Lf >/2 dx:isinl[\/gx
27 1= 2 2 e et B e

+e;

2xz+1_j/§]2 1_[2x+1] '

5 1Y
4 2

1
51. ——dx;b) | ———d
2) fx2+2x+3 3 )f4x2+4x+5 3
tanl[x+1]
a)f f 1/\2 de— J2 te:
x+1° \/_ [x—l—l] J2
1
2
. _1[2x+1]
2
b) [ =2 )y,
f2x+l f[2x+l] 1 4
2

10
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1 1
5. @) [————dxb) [———ar
2x" +x+1 3x*+3x+4

1 —
[ el R
7/ [4%/§+1 il

f[mi% T
Il e (5

J39
8x+1 . 1 . 1
)f9x Srratl) f—r xzdx,c) f—r xzdx

f 18x+9/4 _ f 18x—12 f 57/4
9x? —12x+5 9x? —12x+5 9x’ —12x+5

a)

b)

53.

- Unita 1

19 3 In 9x* —12x+5 4—l9talf1 3x—2

:—ln Ox* —12x+5 +—= 5 dx =
9 3x—2 " +1 9

b) fl/—2dx:sinl[ ] 1/\/_ dx = sin 1[ ]+c
22

1— x/ ,’1— x/\/_

1
L gy [ d
a)f\/2—x2—4x : )f\/4 x* +4x . c)f\/3 2x° +x :
e +2]

1
a)f,/6— x+22 x—|—2

54.

+c;

1/\/_ cin”! x 2}
c,

1
b)fw/z;— x—22dx_ x 2 V2

1
c _ _
)f o f 25 (4x—1 f -
J3+_ B 2545 ] [ 1£
V8 )ﬁ 5
Negli esercizi seguenti le lettere diverse dalla x indicano parametri reali

&
sin J_

55. a) fszn X cosxdx,b)f dx,n>1

sin™!

=—+c;b)f sin 4/; d 4/; =—n-cos 4/;
n—+l1
dx 3 b) f\"/ax+bdx,n>l

a) fsin” xd[sin x]

56. a) faxl ;

11

+c

>



57.

58.

59.

60.

61.
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ln ax+b 1 ., —I—b 1/n+1 n'n’ax—f—biﬁ_l
a) lf dx = | | +c;b) —f ax+b """ ade= o +c= +c
a ax+b a a al/n+1 a- n+1
a) dx,b) dx,n>1
f f\/ax%—
f 1/a 1 1[ ]
— x=—tan |—|+c;
1+ x/a’ a a
o bfl/nJrl n.n’ ax+b n—1
b) lfa- ax+b " dx:L+ = +c
~1/n+1a a- n—1
ax—+b ax—+b
dx;b dx
)fax— )fx2+l
a) fwdx:f[u_ 2b ]dx:x+%ln|ax—b|+c;
ax—>b ax—>b a
)f @ 2 b dx=2n x> +1 +btan x +e=Iny x> +1" +b-tan' x +c
2x +1 x*+1 2

ax+b
dx; b) fmdx

W [
1/a
a)
j‘w/l— xla’
l/a 2 2 @ b 1 X
b)f sldx=Iny| x"+a" +—-tan" |—|+c
2 X' +d? a1+ x/a’ a a

X 2 X
1l seguente procedimento J.e‘“r dx = I(ezx )2 dx = ( I e abc)2 = (%j +c= e; +c, € errato, ma forni-

dx—sm 1[— +c;

sce un risultato corretto. Dopo avere corretta la procedura, stabilire se tale problema si ha per tutti
o0 solo per alcuni valori di n nel caso di Iezw dx,a eR.

4x

) . . . 1 . e .
Intanto verifichiamo che il risultato sia corretto: Zj4e4 dx=—+c. In generale si ha

2ox

_[ez”” dx =

a o’

2
2 eax eZar
5 +c, con la procedura errata avremmo: Ie‘” dx = (je‘” dx) :( j +c= +c,
o

che ¢ il risultato corretto solo se 0> =20 = a =0 v 2.

Con riferimento al precedente esercizio cosa succede se innalziamo I’integrale ad o invece che a
2?

a 2x \* 2ax
La procedura sarebbe: Ie‘” dx = ( _[ e™ dx) = (62 ] +c= eza + ¢, stavolta dovrebbe essere: 2% = 2a

= a =1 v 2, come si osserva facilmente queste sono 2 soluzioni (2 =2 e¢ 4 =4) e sono le uniche, co-

me si vece rappresentandole graficamente: | IS
Fra tutte le primitive delle funzioni degli esercizi indicati, determinare il valore della costante addi-
tiva affinché si trovi I’unica passante per il punto assegnato

12




62.

63.
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a) 11b; (1; 1); b) 13a; (0; 2); ¢) 16¢; (-2; 1); d) 17a; (+/3; 1); €) 19¢; (0; -2)

a)2n(l)+c=1=c=1;b) Yasin 0 —5tan™ 0 —%4—0 =2, 0 non ¢ un valore accettabile;

Jo?
) %(2+1)P+c=1=c=%d) V3 +tan'(\B)+c=1=c=1-1/3-43;
e) e —e—el+c=c=3/2
a) 24b; (1/6; 1); b) 29¢; (V4; 2); ©) 35a; (—1; 1); d) 37a; (n/2; 0); e) 42b; (Y4; 1)

e)

a) Ya sin*(n/6) + ¢ = 1 = ¢ = 63/64; b) —3‘fl—i+c=%éc: 3\/?;_l;c) —1+m(2-1P)+c=1
= ¢ = 2 - m@27; d) Intan(n/4)] + ¢ = 0 = ¢ = 0
In(16/16+1)+20tan™" (1 16—-In(2)-5

n( +1)6+ an ()+c=1:>c= n1(6) r

Integrazione per parti

Calcolare i seguenti integrali, usando, se possibile, il metodo di integrazione per parti

1.

a) jx-cos(x)dx; b) jx~exdx; ©) J-x~esxdx
a) Ix-d[sin(x)]:x-sin(x)—fsin(x)dx=x-sin(x)+cos(x)+c;
b) Ix-d(ex):x-ex—J.exdx:x~ex—ex+c:ex(x—l)+c;

x-e* e es"(Sx—l)

c) J.X-d(e”/S):x'Sesx—éj.esxdx: 5 —25+c:2—5+c

a) jx3 ~sin(x)a’x; b) jx4 -e’dx;c) '[x-e_xdx
Jx3 -d [—cos (x)] = —x3cos(x) + J.3xzcos (x)dx =—x’cos (x) +3x’sin (x) —J6x -sin (x)dx =

Y = —x3cos(x)+ 3x’sin (x)+ 6x-cos(x) - I6cos(x)dx = (6x—x3 )cos (x)+ (3x2 - 6)sin (x)+c ,
b Ix4 -d (e’“) =x'e" —I4x3exdx =x'e" —4x’e" + lexzexdx =e" (x4 —4x° +12x7 ) — I24xexdx =

b

=" (x* —4x’ +120" —24x)+ [ 24e"dr = e (x" —4x” +12x7 — 24x +24)+ ¢
C) J.x~d(—e’xx) =—x-e" +Je’xdx =—x-e —e +c=—e" (x+1)+c
a) Ixz -e”dx 3 b) J[Zn (x)]2 dx
2x e’ (2x2 —2x+1)

N xZer er x282x erx e
a) J‘xz-a’(e2 /2): 5 —J.Zx7dx: 5 _T+ 2dx: 2 +c;

b) x[ln(x)]2 —I2/ . ln;x) dx :x[ln(x)]2 —2x-ln(x)+j2/-%dx :x[ln(x)]2 —2x-ln(x)+2x+c

a) Ixz'ln(x)dx; b) fsirf1 x dx

x3ln(x) _J- 221 x3ln(x) X _ X [ln(x3)—1]
3

a) jln(x)d(x3/3)x=

X 1/

b) x-sin”' x —
f 1_x2

a) J.tan"l (x)dx b) .[x-tan_l(x)dx

2
dc=x-sin' x + 1-x* Fc=x-sin' x +VJ1—x" +¢

13
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) ) Xt e x° X 1 1
Itan '(x)d[;j:?mn l(x)—E'[ 2dx=?tan '(x)—aj.(l— 2jdxz

a) Ie“-sin(x) dx 3 b) Imdx

a) Ie“- d[—cos( =—¢ cos +3Ie cos dx——e cos( )+3e3xsin(x)—9je3xsin(x)dx , segue
3x 3 o _
I’equazione: IOIe sin )dx = [3Sin x cos ]:> Ie sm dx _¢ [ Sm()lc()) COS(X)] +c;

b) [in(x) ( j jd_ In(x) 1, _ I(x)+1

X X
a) jzn x*+1)dx; b) jzog2 )dx
a) x-ln(x +1)—Ix- 2x

x*+1

x*+1

B x _In(x)  x _x'[ln(x)—lj
b) x- log2 J.// ln )dx—x-logz(X)—ln(z)+c_x~ln(2)_ln(2)+c— Zn(2)

dx:x-ln(x2 +1)—2J(1— ! jdx:x-ln(x2 +1)—2x+2tan’1 (x)+c;

+cC

a) jln )dix 3 b) [in( 5x+l)d

a) x~ln I/ 21n dx =x-In’ ( )—2x~ln +2I/( —dx=x-In ( )—2x'ln(x)+2x+c;

1dx=x~ln(5x+1)—J.(1—Ljdx=x~ln(5x+1)—x+ln(5x+l)+c: (5x+l)ln(5x+l)—5x

b) ,. _
x-In(5x+1) -‘-5x+ .

+c
Sx+1

a) Ix-sin(x)-cos(x)dx; b) Iezx-cos(x)dx
cos(2x)} _ x-cos(2x) . J- cos (2x) p sin(2x)—2x-cos(2x)+

X = +c;
2 4 4 8

b) Iezx -d [sin (x)] =e”'sin (x) — .[ 2e* sin (x)dx =e”'sin (x) +2e*cos (x) - .[462’”005 (x)dx , a questo

a) %Ix-sin(Zx)dx =%J‘x~d{—

punto abbiamo ottenuto 1’uguaglianza: J. e**cos (x)dx = e”sin(x) + 2e*cos(x) — J. 4e* cos (x)dx , da

)dx _ e [sin (x) +2cos (x):l
5

cui: SJezxcos(x)dx = e*sin(x) + 2e*cos(x) = '[e cos(x

a) .[ln dx b) Ita (;Ddx

X —

x-ln3(x)—j/-3ln—x)dx=x-ln3(x)—3x-ln2(x)+3 X-zln—(x)dx:
a) £ j £ ;
:x-ln3(x)—3x-ln ( )+6xln 6_[/ —a’x x-In’ ( )—3x-ln2(x)+6xln(x)—6x+c

£

+c

14
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x.mnl(i_jjjx.l{;lj Ak, (_31%5{61

x—1

b)

=x-tan1(x+lj+lj 22x dxzx-tanl(x—JrD+ln\/x2 +1+c¢
x_

x-—1 29 x +1

11.  Calcolare i seguenti integrali usando 1 come fattore differenziale: a) f sin® x dx;b) f cos® x dx

X
.2 . .2 . )
x-sin” x —f2x-szn X cos x dx=x-sin" x —fx'sm 2x dx =x-sin” x +5cos 2x —

a) . . . ;

cos 2x 2x-sin® x +2x-cos® x —x sin 2x 2x —sin 2x
—f dx = — +c=——+c
2 2 4 4

X
2 . 2 . 2
xX-cos® x +f2x-sm X cos x dx=x-cos” x +fx-sm 2x dx=x-cos” x —ECOS 2x +

b)
+fCOS 2X dx:M >@< x+s1n @2C:2x+51n ch

2 4 4

12. a) [x ln(lerjdx b) jzn(x+\/E)d
2, (1+xj Ii P dx=%~ln[l+—xj+

2 2
e e I =y
x -1 2 I-x x -1

N
2 2 1+x (_ ) 1—x ’
=x"-In (l-l-_xj —J.(———jdx x* l,/1+x+x+ln"1+—x+c=(x2+l)-ln,/l+x+x+c
x+1 1-x 1-x 1—x
x-ln(x+\/1+x2)—J.x- | 1+ x dx:x-ln(x+\/1+x2)—jx- | Zx dx =
x+\/l+x2 Z\/1+x2 x+\/1+x Z\/l+x
b) mdx x- ln(x+\/1+x ) ;J‘(1+x2)71/2.2xdx=

=x- (x+ 1+x)

J‘M‘ \/1+x
=x-ln(x+\/1+x )—5(1+x )”2+c=x-ln(x+\/1+x2)— 1+x* +c¢

13. a) Isin[ln ] dx ; b) Ism dx, ) J.LS(();)dx
sin” (x

a) x-sin I:ln j/( o [ln ] dx =x-sin [ln ] X-cos I:ln ] .[/ st [ln ] dx, ottenia-
mo I’equazione seguente: 2_[ sin [ln :I dx = x-sin [ln ]—x -cos [ln :|+c = '[szn I:ln(x)] dx =

{szn[ln ]cos[ln J}

—sin’ (x)cos X +I3sin x)cos (x)dxz—sin3(x)cos( )+%Isin2(2x)dx=—sin3(x)cos(x)—
(

X

b) 3. 3 . 2 .3 3 . 3 ) . ;

—gsm(2x)cos(2x)+§I2szn(2x)cos (2x)dx = —sin’ (x)cos x)—gsm(4x)—§"‘cos (2x)[—2sm(2x) dx =
.3 . 3

:—sin3(x)cos(x)—%sm(4x)—% cosl(2x)+c:_16sm (x)cos(x)+f2m(4x)+200s (2x)+c

15
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. 1 X sin® (x/2)+cos2 (x/2)
. *(x)d =— dx=-— dx =
) '[x S (x) [szn :l sm )+-[sm(x) * Sin(x) +-[ 2sin(x/2)c0s(x/2) *
c
___x —I —szn X/Z cos(x/Z) dx=+In Sin(£)+c:— +In tan(£j+c
szn x cos x/2 szn(x/2) 2 sin(x) 2

14. a) Icos (x) dx;b) fx In x de,neN

3 . A _ 3
a) c0s3(x)sin(x)+’|.3sin2 (x)cos2 (x)dx:16COS (x)szn(x) 3Sln(4x) 2cos (2x)+c, abbiamo

16
. x €+1>]
R _fn—i—l FARrys| O (+1j 1)

Mostrare che i l seguentt integrali non possono essere calcolati con il metodo di integrazione per parti

15. )ICOS dx ; b)j—dx,d)je dx

sfruttato il calcolo gia effettuato nel quesito b) precedente;

1 n+1
n+ X %f l n+l

a) Le diverse possibilita sono:

dx che ¢ piu complicato di quello da integrare;

sin(x) Sin(x)
x +-[ x’
cos(x)-ln(x)+Isin(x)-ln(x) dx che mnon ¢ integrabile elementarmente; infine:
. cos(x)Ix_ —cos(x)—x-sin(x) i

2
X X

2
X

b) e_+Ie_2 dxa oppure ex'ln(X)—Iex'l}’l(x)dx o infine: x.i_‘[x_e (x_l) dx,
X X .
c) Iexzdx:x-exz—fzxz.exzdx

16. a)jsmx()d b)jm” %) 4 ;c)f@dx

x
a) sin” ( J. n(x) dx o, tenendo conto che '|‘L<>*z'lfl(>c)cl)c:x-Silf1 (x)++1-x*, abbiamo:
1-x7
l 1 2 . —1 |
x-sin” (x)++1- '[ -sin \/ —-X dx,ox-sm (x)_..-x.[ 1 sin 2(x)}gx;
X 1= x2 x

b) tan™ (x)-In(x)- IlJr(xz) dx o, tenendo conto che '[tan (x)dx =x-tan™' (x)—InVx* +1, abbiamo:

x-tan” (x)—ln\/m+'|‘x'tan_l(x)—lnmd tan’l(x) _J-x.{ 1 _tanl(x)}dx;

X,0X-
2 M
X 2

X X 1+ x° X

C) dx .

X N ‘[ 1
In (x) In® (x)
Spiegare perché il seguenti ragionamenti sono evidentemente errati.

17. fsin (x)cos (x)dx = .[sin (x)[d sin (x)] = w +c. Ma Isin (x)cos(x)dx = —I cos (x)[d cos (x)] =

2
cos” (x
—A+ ¢ . Quindi sin?(x) = —cos*(x) = sin*(x) + cos*(x) = 0, che & assurdo perché si ha invece

sin*(x) + cos*(x) = 1.
L’errore consiste nel fatto che le costanti dei due integrali non ¢ detto che siano uguali, quindi la cor-
retta uguaglianza ¢ sin’(x) + 2¢ = —cos*(x) + 2k = sin*(x) + cos*(x) = 2(k — ¢), che poiché vale 1, ci di-

16
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cechek—c=%=k=%+c.

18. @=ln(x) e ﬁ=— ﬂ=ln(—x) =>Ihx)=h(x)=>x==x=>1=-1.
X X —X
In effetti si ha: J@:ln|x|+c e @ dx —ln|—x| = In(|x|) = In(jx|]) = x| = ||, che ¢
X X -X

un’identita.
Integrazione di funzioni razionali fratte

Calcolare i seguenti integrali di funziom' razionali fratte

+2 3 Sx—1
. )f x7x+10 )f x5x+6 )f6x:x2

A+B=1 A=-4/3
a) f x+2 dx:f A + 5 dx:ln‘x—ZA x—5"= =
x—2 x-—5 x—2 x-5 —54—-2B=2 B=17/3
35/
fzx;zdx:ln 3|x—|4 :
x —Tx+10 x—2
57x—91 3 A B A+B=57 A=-23
b 3x+154——————|dx==x>+15x+ + dx = = ,
)f x—2 x—3] 2 f[x—Z x—3] {3A+ZB=91 {3280

3
quindi: f 23x—ldx: 3x42 + 15x — 23In(]x — 2|) + 80In(lx — 3|) + ¢ = 3x%2 + 15x +

X" —5x+6
l x—380 .
n|l——— C,
|x_2|23
_ 34+2B=5 A=3/7
c) fsx—ld.x: [A B ]dx:> * = —f[ ]dx,
2x—1 3x+2 2x—1 3x+2 24— B=-1 B=13/7 — 3x+2
5x 9
dacui: | ———dx=In 3x+2 2x =1 +e¢
f6x2+x \/ | |
2x+1 Tx—3 1
2. d sb dx;c) | ——dx
)f )fx +12x—|—20 )'[x3+1
2 — —
f 2x+1 —f[ ]dx:f A+B+C x>+ B—C x Adx:>
x x—1 x+1 — x+1 x x—1 x+1

D (44 BLC=0 [Ad=_1

B—C=2 ={B=3/2 :1f2f+1¢n:—m|ﬂ«+m./x— In Jx+1 +ch{ _
X —X

3

I +c
A=—1 C=—1/2 x*
_ A+B x+104+2B
f 7x—3 dx:f[ A N B ]dx:f +B x+ + dro
b) x+2 x+10 x+2 x+10 x+2 x+10
A+B=7 A=-17/8 7x—3 lx+10|"
= jjl——————x: L
104+2B=-3  |B=73/8 x+2 x+10 lx+2]

17
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1 A Bx+C (A+B)x*+(-A+B+C)x+A+C
J. 2 dx:I T dx:j > x =
(x+1)(x —x+1) x+1 x"—x+1 (x+1)(x —x+1)
A+B=0 A=1/3 in(jx+1)
n\|x —
~A+B+C=0=1B=-1/3> [ — L = —éjf’“—“ldp
A+C=1 coaz (D mxr) o
c) 2 2
1 1
=In| ? (2x+) +1J' 12 dx=In| { (x+) LJ‘ 2/\/52 dx =
X —x+1| 2 ( 1) 3 —x+1 \/_ 2x -1
X——| +— +1
2) 4 B
(x+1)" | 1 (2x-1
:l 6 —t R
n[ FER +\/3 an \/g +c
Sx+1 X 1
dx;b) | ————dx; —d
)f —Tx+12 )'[16x4—1 gy c)sz_ g
f 5x+1 dx:f[ 4 , B dx:f A+Bx-44-38
2) x—3 x—4 x—3 x—4 x—3 x—4 )
A+B=5 A=-16 Sx+1 |x—4]
‘4A+3B:—1:>{B:21 =/ w3 xg =l |x3|16]+c
(Ax+B D j
I > I dx =
(4x +1)(2x 1)( 2x+1) 4 +1 21 201
b) :I2(2A+4C+D)x +4(B+C—-D)x* +(- A+2C+2D)x—B+C—Ddx:> :
(4x” +1)(2x—1)(2x +1)
24+4C+D =0 =-1/2
B+C-D=0 B=0 1+ 8x 1 2 ) \4x2—1\
= = = -—-— ——dx+— + dx=In| Y|=—— |+c
—A+2C+2D=1|C=1/8 169 4x>+1 167\ 2x—1 2x+1 4x% +1
~B+C-D=0 D=1/8

1 A (A+B)x++3(4-B)

= B I =
N e e e
) A+B=0 A=+3/2 1 f 1 5
{A—le/\/gz{B:—\/gM:J.m j( B x+«/_jdx \/_ln[\lx+\/_] ¢

a)I dx b)J dx;

J( 2x ‘J( A B jdx _I(A+B)x+(A—4B)

dx =

dx = d
e R EE R (x_ﬁ)(xm) =
a 5
A+B=2 A=8/5
{A—4B:0:>{B=2/5 j—3x 1 =—J'(—x 4+_x+ jdx In(\/(x—4)8(x+1)2)+c
b) %Ixzzfzdx=ln( ‘xz—Z‘)+c;

18
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1 4, (A+B+C)x* +5(B-C)x~54
J. dxzj dx I x =
eI e e )
A+B+C=0 A=-1/5 >
[~
¢){B-C=0 =1 B=1/10 :»j dx=In| Y |+c
x’ —5x X
54 =1 Cc=1/10
a) [—— 3 s b)_[ dx
(x2_1) ’ xt+x
f 4 B . c, D 2 dx:I(A+C)x3+(A+B—C+D)x2—(A—228+C+2D)x—A+B+C+Ddx:>
x=1 (x=1) x+1 (x+1) (xz—l)
2) A+C=0 A=1 5
A+B-C+D=1 B=-1/2_ ¢ ¥-3 . x lx—1|
Tl4-28+C+2D=0" |C=1 jj(xz_l)z SN R P

-A+B+C+D=-3 D=-1/2

I[A B C D} | (4+D)x’ +(A+B)x* +(B+C)x+C

—t =t =+— ( )2 dx =
x" -1

2 3
X x X x+1

A+B=1 |B=2 xX*-2 1-2x |x+1]
= :J.ﬁdxz 3 +In +cC
B+C=0 Cc=-2 X' +x X |x|
C=-2 D=1
x°—1 x+1
dx,b X3 dx
)f )f )f +2x+ )fx+2x+x
16x* —1 16x* —1 x C D
a +4+———1d _—+4 + =—4dx+ [ |=+5+ + dx -
) f[x xt—4x? fx x—2 x+2 dx 3 ¥ f[x XX ox—2 x+2 3
. . ) A+C+D=0 A=0
Consideriamo solo I’integrale: j(A+C+D)x3+(B+2C—2D)x2—4Ax—4B _|B-2c-20=16_ |B=1/4
(4x>+1)(2x—1)(2x+1) “ 7 44=0 C=63/16
4B =1 D=-63/16
6 3 63
Infine: ff—lzdxzx—+4x—L+ln 1| % +c;
x"—4x 3 4x x4+
3x° —2x* —1 X .. .
b) f +2+— :—+2 + f + 5 |dx . Determiniamo i parame-
x* x—1 -1 x-1
A+C=3 A=-2
_ A+C x’— 24—-B+C—-D x*+ A-2B x+B 24—-B+C-D=2 |B=-1
tri: f 2 C— X = = ;
x —=2x +x A—2B=0 C=5
B=-1 D=0

. x —1 x’ -
da cui: fmd 5 +2x+x+ln | |
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4 B C A+B X'+ 24+B+C x+ 4 A+5=0

14 n ar= [ i T x=1244B+C=0=
x x+1  x+1 x +2x" +x 41

C) ;
A=1 . | | |
X

= B:—1=>f 3 > = +c

c X +2x" +x |x+1| x+1

2 SV U B [é B, C, _(dtCF+d+BI+B
f dx_f dx—fx+x2—|—x+1 dx—f 2(_'_1) dx =
) [4+C=0 [4=-

~14+B=0=1B= :f%d — In [
X

B=1 Cc=1 (+1>

1 1 8x+1 X’ +x+1
a ——dx;b X 3 d ;d dx
)fx2- x+1° ’ )fx3- x—2 )f )f 4 +4x

x+1
X

1
___|_C
X

h/

A B C D A+C x*+ 2A44+B+C+D x*+ A+2B x+B
f o t+—+ . dx:f g RN
x x x+1  x+1 x* x+1
a) A+C=0 A=-2 .
24+B+C+D=0 |B=1 2
= f—l de:ln[x+l —2jc+1+c
A+2B=0 c=2 xz. x+1 X X +x
B=1 D=1
A B C D A+D x*— 24—B x*— 2B—C x—-2C
f—+—2+—3+ dx:f 3 dx =
X X X x—2 x x—2
by [ATDP=0 A=-1/8 _
2A—B=0 B=-1/4 5 ’
= 1 f%dx:x——il‘l—lﬂ 8|x | +c
2B—C=0 |C=1/2 Xt x=2 4x ||
2C =1 D=1/8
A+C ¥*— A—B x—B ArC=01d==9 ", ]
c) f[ +— +— dxzf u — ! dx=1A—B=-8=1B=—1=—+n|ol|>—||+c;
X —X X X
B=—1 C=9
A+B x*— 44+2B—C 44
fx —l—x—l—ld _f é-l— B + C : dxzf +B x + 2 x+ x>
x x—2 x x—=2 x-2 x x—2
d  (4+B=1 A=1/4 1
= 14442B-C=—1=|B= 3/4:>f¢dx:ln[4 x- x—23]— L
4x% 4+ 4x 2 x—2
44 =1 CcC=17/2
X 4xt+x+1 2x° =3
a dx;b dx
)fx4—5x3+5x2+5x 6 )f4x4 8x° +3x% +2x—1

f[ A B C D ]d f A+B+C+D x*— 2A+3B+4C+6D x> — A+B—-C—11D x+24+3B+6C — 6Dd N
X =

a x—3 x—2 x—-1 x+1 xt—=5x* +5x* +5x—6

A+B+C+D=1 A=5
_ — 3 2
_ |pa+3Bracrep=—1_ |B=-5 [ (AR Hx 1| — 3\\
A+B—C—11D=—1 Cc=1 Xt =53 +55° +5x—6 ‘ e—2f ‘
24+3B+6C—6D=1 D=0
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A B C D

4442C+2D x’— 44—4B+3C+5D x*— A—4D x+A—B+C—-D
f 2+ + :f 4 3 2 dx =
b) x—1 x—=1 2x—1 2x+1 x —=5x"+5x"+5x—6
444+2C+2D=2 A=126/9
44—-4B+3C+5D=0 |B=-1/3 2x° -3 175 |ox +1|”| 1
= = :>f n 3 > dx =In|3s +c
A—4D=0 C=—11/2 " J 4x* —8¢ +3x* +2x—1 | 2x—1” | 3¢-1)
A-B+C—-D=-3 D=13/18
1
9. a) [— . dx; b) j—dx
x —x+1- - x +x+1 X +x +x
Ax+ B Cx+D A+C x*+ A+B—-C+D x*+ A+B+C—D x+B+D
f 2 2 dx:f 3 dx =
X =x+1 x"+x+1 Xt =1
A+C=0 A=-1/2
A+B—C+D:0 B=1/2 —x+1 x+1 2x—2
- -1z wtf
a) A+B+C—D=0 |C=1/2 P xil Paail X2 —x+l
B+D=1 D=1/2

2x+42 _ 1
_fx +x+1 B lné o ) f( 1/2¢3/4 g ln€+x+l) f(+1/2§+3/4 *

¥4 x+1 1 2/\3 2/\3 ¥+ x+1 1 l[2x—1] l[2x+1]
¥ +— =In|a +——=ltan | ===+ tan' | = ||+
P —x+1 2\/§f [Zx—l ’ 1 [2x+1]z+1 ¥ -x+1) 243 “ NG “ NE) ¢
NE) NE)
A Bx+C (A4+B)x> +(A4+C)x+ 4 Ar5=0 A=l
+ +(A+ +
j( L}zx:j T = {4+ C=0={B=-1=
x x +x+1 X +x +x
b) A=1 C=-1

1 1 x+1 1¢ 2x+2 X 1 2x+1
=>|——d — |dx =1 —|——dx=1 — = |——tan™
Ix3+x2+x *r= I(x x +x+1] o n<|X|)+2J.X2+x+1 * n( x2+x+1J ‘\/3 o ( ‘\/g j+c

Nei seguenti esercizi k é un parametro non nullo

1 X
= 1
A+B=0 Ty —
a)j( A +ijdx:> N 2k 3J%dx=ln Xk e
x—k x+k k(A-B)=1" |, 1 "Ix -k \/Hk
2k
A Bx+C A+B)x +( Ak — Bk +C)x+( Ak —C)k A+B=0
J( +t3 = zjdx:,[( )x ( R )x ( ) dx=>Ak-Bk+C=1=
xX—k X +hkx+k x -k
(Ak-C)k=0
1
2
= B:—ijj 3x 3dx=ln 6k z(x_k) _ +£mn4 2x+k ‘e
3k X -k X’ +hx+k 2k 3k
c=1
3

1 1
11. a) Imdx;b) J.mdx
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(A+B)x* —(Ak—Bk-C)x+(Ak+C)k A+5=0
+ — + +
f( 4, B+C 2) _I )X’ : )Jx+( V) oo ) k- Bk —C= 1=
x+k x"—kx+k X +k
(Ak+C)k=0
1
a) —_§
2
= Bzi :>j—31 - dx =1In| % 2(x+k) > +\/§2t 2x_k
3k X +k x*—kx+k* | 3k NS
c-1
3

(A+B+C)x’ +(Ak—Bk+D)x* +(A+B—-C)k’x+(4k— Bk - D)k’

I[ Y Cx+Djd IL e de:

x+k x+k X4k

4oL
b) A+B+C=0 Ak’
1
Ak-Bk+D=0 B=— —k
= = 45 :>I dx In| 4¢ |x | —L}tan" )
A+B-C=0 C—0 |x+k| 2k k
— — 2: -
(Ak Bk D)k 1 s
2k*
1
dx

2
e e e

k2
a) I(H = —kzj

Ax+B Cx+D
_[ 2 7T 2
X +hkx+k® x —kx+k

x—kY
2=x+ln ( J +c
x+k

A+C)x*—(A4k-B—-Ck—-D)x* +k(Ak—-B+Ck+D)x+(B+D)k’
Jaee (14202 D) h{th B+ CE D)+ (BDIE

1
b) A=—3

A+C=0 1
Ak-B-Ck-D=0 |B=37 1 Ptk ) B 2k 2x+k
= = J‘ﬁdx = ln 4K ﬁ +— tanil +lanil +c
Ak—B+Ck+D=0 1 X +k ¥ —hx+k 6 NEYS 3k

(B+D)k* =1 2k
1

2%

Integrazione per sostituzione

Calcolare i seguenti integrali operando un’opportuna sostituzione di variabile

a)f):/—d b)j“‘/_

1.

)dt =2[t—tarn’l (t)l:ﬁ +c =2[«/;—tan’1 (\/;)J+c 5

2
a) t:ﬁ,x:tz,dx=2tdt:j %dtzzj( 21
S+l i r+1

22



Carmelo Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Volume 5 — Capitolo 11 - Unita 1

t+1
t=-x,x=1>dx=2tdt =2 £+ T =2 tm dt =2 ( Jdt_
b j -1 ,jf(t 1) (141) J -1

:2{%+t+ln(|t—l|)} +c:2[g+ x+ln(‘\/;—l‘)}+c=x+2\/;+ln(\/;—l)2+c
)Ix+J_

t=

3 b) J.\/_+1

X+ + 4 .
a)IXj_;d 2j r tdt—2j P %dt_ jr[ﬁ +—}dt_

:2{§+t+ln(|t—1|)1_ﬁ+c=2{§+ x+ln(‘\/;—l‘)}+c:x+2\/;+ln(\/;—l)2 e

b

t=+x+3

3

b) | e g a) 4-In \x — 1+x+4\/_b) - ln\/_+l”

3/_2+1

X+
W [F=dib) [T
2/ (2 -1) 2Jx+1(3° —4x+8
a) t=+x+1=>x=1>—1,dx=2tdt = J. /(t—) dx:{z—ts—é‘—ﬁ+2t+c} = il (x i )+c;
t=Alx+1 /[/ 5 3 t:\/m 15
21 2 3P —5+5 2 5

t=\x+1,x=r*-1,dx= 2tdt:t‘L_3t —Sdtzgtjm s dtzgtj'x+l(1+3t2_5Jdt:
b) ‘\/_Hs‘ 2JxT l J15(x+1) +5‘

== t+

\\/_t 5\ R INEETRE| 5‘
Sln(X)
d ;b dx; . 3d
S L ey mow e LU S RCRRE
6t° (1°+1° —1
Sxl=t=x=1"—1dx=6dt = j (}; )dt=
1=8x+1

a) ;

30 6 3 3(x+1)" (203x+1+14x - 35)

—t———c = te

[5 72 l - 70
b) cos(x)=t,sin( )dx——dt:> I d { [ || J } —lnLM]+c;

i=cos(x) ¢ =1 i=cos(x) 1-cos(x)
£ 2 3) (x=2
¢) t="x+3,x=1'=3,dv=2edt = | 2t2(t2—3)a’t={2?—21 +c} = (x+5) (x )+c
t=x+3

cos(x) . ST dx
2 J‘sm ) Sm(x)_de’b) J(x 1) Vr-2d

a) sin(x)=t,cos(x)dx =dt = j - ! dt=|1In 3|t_2| +c =1In 32—Ln(x) +c;
t:m(x)t —t-2 |t+1| ) 1+sm(x)
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b) t=/x—2,x =1 +2,dx = 2tdt = j 20 (1 +

=2
\/ 1+1

, _1 d b)'[sm

a) t=\6/x—1,x=t6+l,dx=6t5dt:> z/‘t 1 { +37 +c}
t\/_ /

b) t:tan(gj,sin(x)zlzt Jdx= 24t = J.( )%

+1* 1+

a) j\/4 X dx,b)j

2(x=2) (x+3)

5
3)dx={2i+2t3+c} -
5 (=x—2

+cC
5

6,6/ ~1) +153x -1
(x )+ X »

[ln(|t|) :It “’"[gj zln(

5

o)

}c

1—sin )

x=2szn() 4—x* =2cos(t),dx=2cos(t)dt:> I 4c0s2(t)dt=
a) t:sinfl(x/Z) ;

_[2t+2szn cos +c] [2t+2sin(l) l—sinz(t)+c} ( )=2sin_l(x/2)+x 42_x2 +c

t=sin” t=sin"'(x/2
2
b - d =| — =
) I 3 2t 1+t j = L—t+cl_mn(j 1 e
t= tan[zj 1+l’2 t= tan = 2 —tan 5
1 1
——dx;b) | ——————d.
2) J.2+(:0s(x) 3 b) Iszn ) cos(x) *
X 1-¢* 2dt 1 2 2
= d = dx = = =
g tan(zj,cos(x) T T -[ "9 1-£2 1+ j A3
t:tan(fj 1 i tz t:tan[E] .
= i{tan_1 [LH +c= itan_1 [M)+ c
V3 V3 (%) V3 3
b) jszn dx:>t=tan(x),sin(2x)=li—tt2, leftﬁ = J D;?J\/;Z{dt [ln +cl:t (|tan(x)|)+c
1 Ne
dx;b dx; —d

?) -[sin(x)+cos(x) 5 b) J. %56) j1+sm (x) *

[ ! R ——

B -2
-1 “- t=m'[(x/2) (t+\/§—l>(t—\/§—

t=tan x/2 2t 1 t M t=tan(x/2) tz - 2t
P I

dt

a)
‘t + \/_ 1‘ ~ ‘tan
‘t 1‘ (o) T ‘tan

b) t=~x,x=1 ,dx:2tdt:>2_[ te' dt =[ 2te ]

t=+x
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t= x

Y

b
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2 2 2 1 1
—_—  dx=|—————dx= ——dt= dt =
J.2+2sinz()c) t J‘3+cos(2x) t j -2 1+¢£ : I £ +2 !

t= tan(x) 3+ 5 t=tan(x)

C) 1+¢ :

V2t 2 (tan(x)

{ > an [\/E)ch Han(y) > an ﬁ +c

tan x)
a)J. - (x dx,b)-[ — dx

t:tan(x),x=tan_l(t),dx= d12 = H_Zza’t:
1+1¢ t=tan(x) (1+t2)

a) ;

2t—1 2tan(x)—1

_ -1 et et iel S A
= [mn (1)+ 2(# +1) +c1m(x) x+ 2(tan2 (x)+1) +c
b) t:ez’“,xzM abc—ﬂ ! dt:%[lnqt—1|)—ln(|t|)l_eh +c:ln(\/ezx—1)—x+c

2 _2t:>j L 2t(t-1)

)J‘e—i—ld;b)ji_’_g

2
t=\/e"—1,ex=t2+1,x=ln(t2+1),dx= 2 dt = I r+2 22/ dt =
" +1

2

£’ +1 B /

a) |
=t__LX_[ 2 +Jdt=[2t+2tan"1(t)+cl_m=2 ex—1+2tan‘l( /ex—l)+c
=Jl-x,x=1-1,dx=-2tdt =2 J. idt_ J‘ (f+2+ijdt=

b) =1 - B

2) -[ 1+ sin(x) —cos (x)

2 | 1 2= | —dt—[zn(|t+1|)+c] In

+c;

[ +arsdin(ji-1)+e] =1—x+4\/1—x +ln(\/l—x—1)4+c
2t 1-17 1+t o+l

\/ex+1
dx
tan(2j+l
t tan[zj 1+72_7 t=tan| —
1+ 1+£ 2

dx ; b) J.ﬁdx;c)j -
. dt 1 x
b) t=e ,x:ln( ) dx—7:> Xt2+t t:[ln(|x|)—ln(|x+1|)+cl:ex :x—ln(e +1)+c

dt = J' 2—t2a’;:

1 )

? \/_ln ‘ \/g‘ +In M +c =\/§ln M +In ﬂ +c
‘l‘+\/_‘ | | = Je' +1+43 Vet +1-1

jx -sin”' (x)dx (prima integra per parti, poi sostituisci ...)

t=+e" +1,¢e" =t2—1,x:ln(z‘2 1) dx=——
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X 1p & X e[ 1-x° 1
s (x) =5 [ = dv =" wsin 1(")+EI(J1_XZ ‘Jl_xzjdx:
| i1 2—1 in”!
_ xsin (x)_l_%'[ /_l—xde—Slnz(X):(x )Sln (x)+% J‘ cosz(l‘)df=

2 2

t=sin”! (x)

2 1) il 2 1\ ern! [ .2
_ (x l)szn (x) +—[sin t cos (t)+t] e (2x l)szn (x)+2x 1-x y
2 t=sin”"(x) 4

x5 b) I dx (Poni x = tan(?))

tan +1 1
x:tan( dx [tan +l}dt:> —th: I — - dt=
tftan'l(x) I:l‘anz (t) + 1} t=tan™" (x) tan (t) +1

sin (t)cos (t) +1

a) = I cosz(t)dt:{ > } tc= ;
3 t=tan71(x)

1 tan(t) 1 1( X 3 j
=— +1 +c=— 2than (x) +c
2 \/l+tan2 (t) \/l+tan2 (t) a3 2\1+x

b)

ta +1 1

t=tan™ (x |:[an -|-1:| t=tan” [tan +1]

8

1
dx (Poni \Vx* —x=x+t);b) |Va*—x*d
a)jmx(omxxx))jaxx

—t —2l
Vil—x=x+t=>x’—x=x"+2xt+ =>x=——,dx = d =YX’ —x=

. 3 . 3
_ j cos? (t)dt ={2sm(z‘)cos (t)+3szn(t)cos(t)+3t} e =1{3x—+25x+3tan1 (x)}tc
t tanil(x)

P+t

2t +1 (2¢+1) 21+1
a) J. 1 —ZZ‘N e J.

g 1
dt =\ In +c=ln(2 xz—x+2x—1)+c
e AR (21, 2] { (|2 +1|H:J:x

2641

x:a~sin(t):> az—xz:a-cos(t),dx:a-cos(t)dt: J. azcosz(t)dt=

t=sin”"(x/a)

1 ) 1 . ;
b) = E[azt +a -Sm(t)cos (t)+c:|t:sin"(x/a) = E[azt +a-sin (t) 1—sin® (t) +c} =;

t=sin”"(x/a)

a> | (x) xa'-x*
=73m — |[+—+c¢

2

a) Ix2-\/1—x2 dx ; b) '[

a

dx (Ponl1 SAEPEN

ﬂ
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sin® (2t)
4

x=sin(t):> l—xzzcos(t),dx=cos(t)dt:> j sinz(t)cosz(t)dt= .[

t=sin”"(x) t=sin”"(x)

2 = [2t —sin(2t)cos(2t) N c} _ [2t —2sin(t)[1-sin’ (t) (1 —2sin® (t)) . c]
t sin’l('c) (sin l(x)

dt =

16 16

2sin_1( )—2)6\/1—)62 (1—2x2) sin_l(x)—x(1—2x2) 1-x?
= +c= +cC
8

I S/l;(j}y(/jdt Ism [—sinS(t)cos(t)+3j.sin2(t)cosz(t)dt] o=

t=sin"(x
t=sin" t=sin" (x) ( )

b) = {—siif (£)cos(t) +% [ sin’ (Zt)dt} = {—sirﬁ (t)cos (1) + 3x —3sin ét)cos(t) +CL,,1(X) _

t=sin”! (x)

23 \1=-x7 +3sin’1(x)—3x\/1—x2 N 3Sin_l(x)—(2x3 +3x) 1—x° 'y
= C =
8 8

17. a) jﬁdx (si ponga t:i—j); b) I—‘l:/r;\/;dx

2
x+1 1+1 —2dt = (1 1) ~Zdr_ —(t—l) e

= R =
x—l * t_l * (t—l)z tx+1 %t \1)\ x+1
2t-1 - 1
a):j (—l+l—%]dt:{—£+lln(|t|)+i+c} |2 n(|t|) s +c ;
LG R TAE 8 4 8 e 81 o

x-1 x-l x-1
2x+1.l (x+l|] x+1° 1
_ I-x 1 x| reeln 4x+1 B X te
SX—H x—1 2(x2—1)
I-x
3
J af(r+1) 4(Vx+1
b | 2 ey, | W) =(—)+c
3 3
t=\x

L’angolo della MateFisica

1. Un punto materiale si muove con un’accelerazione variabile nel tempo secondo la legge: a(r) =
(0,157 + 0,207 — 0,12) m/s*. Determinare quanta strada ha percorso dopo 3,5 s.
Abbiamo

s(t)=[v(e)de = [([a(t)dr)dr = ([ (0,15 +0,206 0,12)dr )t = [ (0,05¢* +0,10¢* ~0,12¢ ) dr =
_0.05, 010,
4

2. Determinare il campo elettrico generato da una carica lineare, a partire dalla relazione

~0,06 = 5(3,5)=2,57m

d
dE = —qz, in cui r ¢ la distanza dalla carica.
4rg,r
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[aE=] 4 g 4
dre,r dre,r

. Tenuto conto della relazione F =Cil—p, in cui p ¢ la quantita di moto, e quella Z:m-(;x;), del
t

momento angolare, determinare una relazione fra il momento della forza t e il momento angolare.
— - dp p - m- dv - dl (

T=Fxr=——xr= Xy =
dt dt dt
. Determinare il modulo del momento angolare di un sistema il cui momento della forza é (147 + 3)
N -m.

(=[rdt=[(14t+3)dt =76 +3thkg-m* /s (72 +30).

. In un circuito passa una corrente non continua () = cos(0,002¢ + 0,005), determinare quanti
coulomb sono transitati per il circuito in 3 secondi dall’accensione.

Q(t) = ICOS(O, 002¢+0,005)dt = sin(0,002¢ + 0,005)/0,002 = O(3) = sin(0,006 + 0,005)/0,002 = 5,5 C

. In un condensatore da 3,5uF, passa una corrente variabile 1(f) = 2,3 - 10cos(2¢ + 1), quanti volt si
sono accumulati sulle armature dopo 4pus?

V()= W [2,3107 cos (2t +1) dt =32,9sin (26 +1) = V(4 - 10°) = 27,7V

X —X X —X

,cosh(x)z ¢ e

Dopo avere provato che le funzioni iperboliche sinh(x) = , Sono primi-

tive una dell’altra, e ricordando che cosh*(x) — sinh*(x) = 1, utilizzarle per determinare per cal-

colare i seguenti integrali a) I X —a’dx; b)j NX*+atdx.

e—e"| e +e’ e'+e’ ) e —e” .
a) D( 5 jz 3 ,D( 5 jz 5 :D[smh ]cosh D[cosh ]—smh(t).

Si deve determinare la funzione inversa, detta settore seno (o coseno) iperbolico.
T+e +1 . .
y:e 2e :{t 2/1 :>t=y+«/y2—1:>ex=y+\/y2—1:>x:Zn(y+\/y2—l). Ricordia-
t=e*
mo che si ha cosh*(x) — sinh*(x) = 1. Percid poniamo x = a - cosh(f) = dx = a - sinh(t) dt, da cui:

2 ' 2 2
t=In| X+ ( j -1 —In[uj. Otteniamo cosi: J. a’sinh® (t)dt =, che inte-
a a a
r—in [Hi xifaz ]

griamo per parti, non scriviamo la sostituzione per comodita:

jazsinhz (t)dt = a’sinh (t)-cosh (t) —aZJ.cosh2 (t)dt = a’sinh (t)-cosh (t) —azj.[l + sinh? (t)]dt =
2
Iazsinhz (t)dt = %[sinh( cosh t] +c
, 2
Dato che cosh(t)= x/a e Slnh Jcoskz A , quindi l’integrale richiesto ¢
wxt—a’ —azln(\/x2 -a* +x)

2

+c-
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b) Ragionando in modo simile al precedente, ma con le sostituzioni: x = a - sinh(f) = dx = a -

xJxt+a? +azln(\/x2 +a’ +x)

+c

cosh(t)dt, otteniamo: J.\/x2 +a’dx =

2
tan(x tan® (x
2.  Possiamo eseguire I 2( ) dx nei due diversi modi seguenti: J.tan(x)- 12 dx = ( )+c,
cos” (x) cos” (x) 2
sin(x 1 - 1
oppure j (x) — dx:—j—sin(x)-cos_3(x)dx:—COS ) +c= —+c. Ora si ha:
cos(x) cos” (x) -2 2cos”(x)
.2 -+ 2
12 = () ZCOS () =tan’(x)+1. Quindi i due risultati sono distinti, come si spiega il fatto?
cos” (x) cos”(x)

Ci sono errori nelle risoluzioni?

E solo una questione di costanti additive, infatti: % tan’(x) + Y4 + c1 = Y tan’*(x) + c2, quindi avremo: +
Y2 + c¢1 = 2, ossia I'uguaglianza fra due costanti e visto che le primitive sono tutte uguali a differenza
di una costante, i risultati sono equivalenti.

Temi assegnati agli esami di stato

1.  (Liceo scientifico 1991/1992) La funzione f (x) :(Zx3 —4x)-e"‘2 rappresenti, in opportune unita

di misura, la forza f{(x) a cui ¢ soggetto un punto P libero di muoversi lungo I’asse delle x. Sapen-
dE(x
do che la forza fé data da [ (x) = —# , dove E(x) & ’energia potenziale, trovare la funzione
X

E(x) e rappresentarla avendo posto E£(0) = —1. Per quali valori di x il punto P ¢ in equilibrio, os-
sia per quali valori di x la forza ¢ nulla? Per tali valori di x I’energia potenziale quale valore as-
sume?

E(x) =—J.f(x)dx =—J.(2x3 —436)-67"2dx=(x2 —2)-e’x2 —J-Zx-e”2 =(x2 —2)-e’x2 e +c =(x2 —1)-e7x2 +c
fx)=0=>x=0v i\/z, quindi 1 punti cercati sono P1=(0; -1)e P, = (ix/z;e_z) .

2.  (Liceo scientifico 2001/2002) Determinare, se esistono, i numeri a, b in modo che la seguente re-
a

b . . s
> = + , sia un'identita.
x =2x-3 x-3 x+1
L’esercizio si svolge come in un’integrazione di funzione razionale fratta:

1 _(a+b)x+(a—3b) {a+b=0 :{a:1/4

lazione:

Bl a-3b=1 |b=-1/4

(x—3)(x+1) (x—3)(x+l)

3.  (Liceo scientifico 2000/2001) Sia f{(x) una funzione reale di variabile reale, continua nel campo

" (@) dt
reale, tale che f{0) = 2. Calcolare: limJ.O— , dove e ¢ 1a base dei logaritmi naturali.
x—0 2xex
Usando De L’Hopital e il teorema fondamentale del calcolo integrale: lim& =1.
0 (24 2x) e

4. (Liceo scientifico 2001/2002) Calcolare la derivata, rispetto ad x, della funzione f{x) tale che:

x+1

f(x): J. ln(t) dt,x>0.

Pl ines -~ 2]

X
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(Liceo scientifico PNI 2001/2002) Trovare f{(4) sapendo che J. f(t) dt =x-cos(zx), con f conti-
0

nua.
f(x) = Dﬁf(t) dt} = cos(ﬁx)—ﬂx-sin(ﬁx) = f(4) = cos(4n) — 4nsin (4m) = 1.

(Liceo scientifico PNI 2002/2003) Di una funzione f{x) si sa che ha derivata seconda uguale a
sen(x) e che f'(0) = 1. Quanto vale f{(n/2) — f(0)?

f(x) = J.(J.Sin (x)dx)dx = j(—cos(x)+cl)dx = —sin (x)+clx+c2 , quindi: f{n/2) — A0) = —sin(n/2) +

c1m/2 + ¢ + sin(0) — co = -1 + c1m/2, e dato che f'(x) = —cos(x) tc1 = f'0)=1< -1+t =1=c1 =
2, infine: (n/2) —f(0)=m — 1.

x?

(Liceo scientifico 2002/2003) La derivata della funzione [ (x):J‘e*tzdt ¢ la funzione
0

f'(x)= 2xe ™. Eseguire tutti i passaggi necessari a giustificare I'affermazione.

xZ

f'(x)= D[J. e"zdtJ = e_(xz)z 2x =2xe™"

0

(Liceo scientifico PNI suppletiva 2004/2005) Calcolare la derivata, rispetto a x, della funzione
2x
1
F(x)= |

" Sin(t)

Basta semplicemente applicare il teorema fondamentale del calcolo integrale.

(Liceo scientifico 2008/2009) Si trovi la funzione f{x) la cui derivata ¢ sin(x) e il cui grafico passa
per il punto (0; 2).

f(x)= J-sin(x)dx =—cos(x)+c, deve essere l0) =2 < —cos(0) + ¢ =2 = ¢ =3 = fix) = 3 — cos(x)

dt .

(Liceo scientifico 2013/2014) Nella figura a lato ¢ disegnato il grafico I" di g(x) = .[Ox f (t)dt ,con f

y

AN
funzione definita sull’intervallo [0, w] e ivi continua e derivabile. ! ! tclTe
tangente all’asse x nell’origine O del sistema di riferimento e presenta un flesso e un massimo ri-
spettivamente per x = & e x = k . a) Si determinino f(0) e £ (k); b) si dica se il grafico della funzio-
ne f presenta punti di massimo o di minimo e se ne tracci il possibile andamento. c¢) Si supponga
che g(x) sia, sull’intervallo considerato, esprimibile come funzione polinomiale di terzo grado. Si
provi che, in tal caso, i numeri % e k dividono ’intervallo [0, w] in tre parti uguali. d) Si determi-
ni ’espressione di g(x) nel caso w =3 e g(1) = 2/3 e si scrivano le equazioni delle normali a I" nei
punti in cui esso ¢ tagliato dalla retta y =2/3.

a) Per il teorema fondamentale del calcolo integrale g (x) € derivabile in [0, w] e g'(x) = f(x). Quindi
avremo f{0) = g'(0) e f(k) = g'(k). Sapendo che I' ¢ tangente all’asse x nell’origine O, possiamo dire
che g'(0) = 0, quindi anche f{0) = 0. Invece sapendo che I" presenta un massimo per x = k, abbiamo
ancora una volta che deve essere g'(k) = 0 = f(k).

b) Affinché f abbia estremi relativi la sua derivata deve annullarsi. Ma f{x) = g'(x) = f'(x) = g"(x),
quindi dobbiamo vedere dove g"(x) = 0, poiché sappiamo che per x = A, I'presenta un flesso, vuol
dire che si ha g"”(h) = 0, quindi anche f'(#) = 0. Percio 1’unico estremo relativo si ha per x = 4. Dal
grafico si vede che in un intorno sinistro di 4, I" volge la concavita verso 1’alto, mentre in un intor-
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>0 xe(O,h)
<0 xe(h,k)

quindi per x = A, f(x) ha un massimo relativo. Sempre dal grafico si evince che f{x) ha minimo as-
o ' K \

soluto per x = w. Un grafico probabile ¢ percio il seguente ! \
¢) Se abbiamo g(x) = ax® + bx* + cx + d, avremo: g'(x) = 3ax? + 2bx + ¢ e g"(x) = 6ax + 2b. Nel pun-

no destro la concavita ¢ verso il basso. Ci0 significa che si ha: f '(x) = g"(x) :{

g'(0)=0 [c=0 =0 ,
to a) abbiamo visto che < g"(h)=0=< 6ah+2b=0 =1 h =% . Dal grafico ab-
g'(k)=0  |3ak>+2bk+c=0 R
k=0vk=——
3a
biamo anche g(0) = g(w) =0, cioé d =0 e aw’ + bw? = 0, quindi w=0v w= _b . Ovviamente le
a
. o . b 2b b g
soluzioni nulle non sono accettabili, infine abbiamo 4 = —3—,k = Ve w=——, che ¢ la richiesta.
a a a
d) Riprendiamo il punto b), mediante il quale possiamo dire che g(x) = ax® + bx*. Imponendo le con-
we_2_3 b=-3a b=1
dizioni si ha: a = 2 = 1 . Percio g(x) = — 1/3x* + x*. Determi-
2 a—3a=— a=——
g (1) =a+b= E 3 3

. . | 2 . . . o
niamo le intersezioni: —§x3 +x° =3 gia sappiamo che x = 1 ¢ una soluzione, quindi usando la

regola di Ruffini, avremo: x° —3x*>+2 =0 = (x — 1) (x> — 2x — 2). Percio le altre ascisse dei punti
di intersezione sono: x =1++/3 , ma tenuto conto delle imposizioni sul dominio: [0, 3], solo la so-

luzione positiva ¢ accettabile. L’equazione della normale si trova con la regola:

y—g(xo)z— '(1 )‘(x—xo). Poich¢ g'(x) = — x> + 2x, abbiamo g'(1) = 1 e
g X

g'(1+33) =—(1+43) +2-(143)=~1-3-23+2+ 243 = 2. Infine le normali cercate hanno

equazioni: y—%=—(x—l):>3x+y—5=O;y—§=%~(x—l—\/§):>3x—6y+l—3\/§:0.

(Liceo scientifico 2014/2015) Determinare I’espressione analitica della funzione y = f{x) sapendo
che la retta y = —2x + 5 ¢ tangente al grafico di f nel secondo quadrante e che f'(x) =— 2x? + 6.

@) =-2*+6= f (x)=f(—2x2 +6)a’x=—%x3 +6x+ k. Per determinare il parametro usiamo

I’informazione sulla tangente, cio¢ sul fatto che f'(x) =—2 per x <0. Cioé¢ —2x> + 6 =2 =x’=4 = x =
—2 dato che abbiamo detto che ¢ x <0. Allora (-2)=-2-(-2)+5=9 = k=47/3.

(Liceo scientifico 2015/2016) Data la funzione f{x) definita in R, f{x) = ¢* - (2x + x?), individuare
la primitiva di f{x) il cui grafico passa per il punto (1; 2e¢).

E un problema di Cauchy. Calcoliamo J. e’ -(2x+x2) dx , o osservando che una sua primitiva & e* - x>
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o con il metodo di integrazione per parti: (2x +x° ) e’ —I(Z +2x)e" dx = (2x +x° )e" —(2+2x)e" + j2ex dx
= e - (2x +x*—2-2x+2)+c=¢"-x*+c. Adesso imponiamo la condizione iniziale: e - 12+ ¢ = 2e
= ¢ =e e la primitiva cercata & y = & - x*> + e.

13. (Liceo scientifico 2015/2016) Sia f la funzione cosi definita nell’intervallo |1, +o0):

X

f (x) = Jﬁ dt Scrivere ’equazione della retta tangente al grafico di f nel suo punto di ascissa
n

Je.

L’equazione cercata ha equazione y—f(\/;) :f'(\/g)-(x—\/g). Abbiamo f(\/g) =-!lnt(t) dt=0,

per il calcolo della derivata usiamo il Teorema fondamentale del calcolo integrale:

2 3 2 \/; ’
f(x)= {%l_xz -D(xz) = ;;(xz;; = lnz(fcz) , pertanto avremo: f'(\/g) = l(n(e)) =2e-/e . Infine la

tangente cercata ¢ y =2e- \/;(x — \/g) .

Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali

1.  (Rice2008) Calcolare _[ x2+2 dx.

(1) (2)

2_ — J—
J-( x+2 dx:j a N b N c ]dxzj[(a+c)x (3a b+2c)x+2a 2b+chx:>

x—l)z-(x—2) (x—1)2~(x—2)

a+c=0 a=-4 5 A A o\
=<3a-b+2c=-1=:b=-73 :>J. X+ dx:j[ -3 + 2}1,5:1”(’5_ j +i+c
2a-2b+c=2 |c=4 (

2. (CC2008) Calcolare [sin™'(3x)dx.

3x 1 -1/2 1—9x?
x-sin” (3x)+ dx=x-sin” (3x)——|(1-9x° (=18x)dx =x-sin' (3x)+ +c
() [ (30)- [ (1-95°) (18w (3 25
1

3. CC2010) Calcolare | —————dx.

( ) -[XZ . '1_x2

— s 1—cos (t) 1—x*

t—C.O['l(X) COSZ (t).w I: an( ) C]t:cmf (X) [ COS(t) C:ltu)sl(x) X ‘

4. (CC2011) Calcolare [ 2x—+1dx.
X +42-x+1

ljzx-;f\-/}(j;f)dx:ln(\/xz+2\/;+1)+2_2ﬁj ! dx:ln(\/x2+2«/;+l)+

2 2
x+£ L
2 2

2-\2 2 o EF o)L 2=V
+ ﬁ '[(\/Ex+1)2+1dx_ln( X +2\/;+1)+ ﬁ tan (\/Ex+l)+c
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X 2
(HH2012) Sia f una funzione continua e F(x)= {(m +3)-| f(u)du}dt, allora F"(2) &

0 t

a) —2f(2) b) - 7/12) ¢) 71" (2) d) 3f'(2) e) T2)
F'("):[(z"”)'f f <”)"“}:‘F"<x>=2-f S (u)du—(2643) £ (x) = F*(2)=2-[ f (w)du=T7 (2)= =7/

2

Risposta b.
(Rice 2009) Let a(f) = cos*(2f) be the acceleration at time ¢ of a point particle traveling on a
straight line. Suppose at time ¢ = 0, the particle is at position x = 1 with velocity v = -2. Find its
position at time 7= 2.
Sia a(f) = cos*(2t) I’accelerazione al tempo t di una particella puntiforme che si muove su una retta.
Supponiamo che al tempo t = 0, la particella si trovi nella posizione x = 1 con velocita v = -2. Deter-
mina la sua posizione al tempo t = 2.

sin(2t)cos(2t)+2t sin(4t)+4t
v(t):jcosz(%)dt: ( ) 2( ) +c:—( )
sin (4t) +4¢ -8

+c, e si ha: v(0) =1 = ¢ = -2; abbiamo

B 81> —cos (4t) — 64t

altresi che: s(t)zj 2 dt 3 +c, e s(0) =1 = ¢ = 33/32, quindi:
S(z):32—cos(8)—128+33:_cos(8)+£
32 16 32
3 2
(AK 2012) Solve the following [~ +8x +516x 4 .
x+

3
(AK 2012) Evaluate the following J'sin3 (2x)-cos(2x)dx.

3
f[x2+3x+l— 2 ]alx:x—+§x2+x—9ln 43| +c
x+5 2

lfsin3 2x -d[sin 2x ]:sin“—2x+c
2 8

Test di Verifica

Seleziona le uguaglianze corrette.

f[fx+gx]dx:ffxdx+fgxdx
f[fx-gx]dx:ffxdx.fgxdxf]g”;cdx:ffxdx

@fw/fx ' x dx:2f+ ‘fx+c fsin[fx]~f'xdx:cos[fx]+c

Sono sicuramente errate la B e la C perché non sono regole esistenti; alla E manca un segno meno nel
membro destro per essere corretta. Risposte corrette: A — D
Quali fra le seguenti uguaglianze sono corrette?

1 A B Cx+D
Al | —— dx=
f x+1 x+22dx fx+1+x+2+ x+2°
1 o 4 Bx+C
f x+1 x*+x+1 dx—f[x+1+x2+x+1]dx

1
f X' 42x+1 x—1 dx:f

dx

C

A B
+ >+ dx
x+1  x+2 x—1
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1 A Bx+C
@ f ————dx= f +— dx
x+1 x"—4 x+1 x"—4
I f = f dx
x+1 x— 1 x -1

Risposte corrette: B — C — D.

La A sarebbe corretta se f%dx:f A + B + ¢ > |dx
x+1 x+2 x+1 x+2  x+42
La E invece se: f;dx: [i—ki]dx
x+1 x-—1 x+1 x-—1

Quali fra i seguenti integrali non possono essere risolti con il metodo di integrazione per parti?

fx3‘sin x dx fcosxx dx flnxx dx @J.eﬁ dx Ie”ﬁ dx

La A si risolve con sin(x) fattore differenziale; la C si risolve immediatamente senza integrazione per
parti, ma puo risolversi con questo metodo con 1/x come fattore differenziale; nella D ¢ 1 il fattore dif-
ferenziale. Risposte corrette: B — E

cos x +sin x

sin® x

Quali fra i seguenti integrali sono ottenuti da f dx sostituendo opportunamente

]dt. Ii [\/_th

le variabili?

AT

s f [l—t +2t]d

t=sin x t=cos x t=tan x/2
@ f Zt\/I—t2+1—2t2 & lf t+1
t=sin x/2 4t2\/l_t2 t=tan x 1+t
Risposte corrette: A — C. La B corretta ¢: f __TNRE = dt;
t=cos x t -
t+1

la D: f 82t1 i dt;laE: f

t=sin x/2 tz 1_t2 l_tz

dt

e
Quali delle seguenti uguaglianze sono vere per ogni valore del numero naturale n?
f[fx]lfn-f'xdx— —|—le

t=tan x

n3x

+c
n’—3

n

2
) 2 g cos n°x
+c Sin n°x x———2+c

f\"/x4—i—1-x3 dx =

4 n+1 n
1 tan '\ n—3 x
f > dx = [ ]—l—c
[ n—3 x] +1 n—3
) n’—4 x
Risposte corrette: C — D. La A non ¢ corretta per n =2; la B ¢ corretta se: fe T A= 2 +c;
n R—

la E non ¢ corretta per n = 3.
¥ x
Quale fra le seguenti rappresenta la derivata di /' x = f -dt?

x+1

34



10.

11.

Carmelo Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Volume 5 — Capitolo 11 - Unita 1

Gx2 + 1/ +x) — U(x + 1) Bl G2 + 1) In(3 + x) — In(x + 1) [C 1/ + x) — 1/(x + 1)
E In(x* + x) — In(x + 1) [E| Nessuno dei precedenti
X x
f Lar
x+1 4
Quale fra le seguenti ¢ una primitiva di x? - [x - cos(x) + 3sin(x)]?
x3cos(x) B x3cos(x)sin(x) |C| x3sin(x)
La data funzione non ha primitive |Kj| Nessuno dei precedenti
D[x*sin(x)] = 3x%sin(x) + x> - cos(x). Risposta corretta: C
2x* +3x-1 0

X +2x +x

3 3
@ ln(x+1)3—i Zn{w}_L mnlli(x"'l) }_L
x+1 X x+1 X x+1
@Z { (x+1) } lNessuno dei precedenti

2 2 2
J~2x +3x—1d =J‘2x +3x_1dx:j££+i c ]dx:I(aer)x +(2a+b+c)x+ad
X X

2
= 41 1 : risposta corretta: C

D 3
x+x x+1

Quale fra le seguenti ¢ una primitiva di

X + x =
X +2x7 +x x(x+1)2 +1 (x+1)2 x(x+1)2
a+b=2 a=-1 , i
=>432a+b+c=3=:b=3 :jwd =In |x+| _LJFC
a=—1 co? X +2x" +x |x| x+1

Risposta corretta: E
2\/; +1 >

x—1

tn(Nx ~1) +4x [B 20n(Vx +1) =247+ 2x [ in(x+1) + 445 —dran” (V)
D W_ 1‘

Quale fra le seguenti ¢ una primitiva di

+ 4\/; Nessuno dei precedenti

i Jr-1f
j 2t(2t+1)dt_[ln[u}+4t+c} =In u +4\/;+C.Risposta corretta: D
1=x

1 -1 lt+1] Jr+1

Per quali valori del numero naturale n, f sin" x -cos x dx ¢ certamente un’integrale immedia-

to?
n pari |B| n dispari (U] qualsiasi valore di n @ nessun valore di n K| Nessuno dei precedenti

. 1
sin™"

fsin” x -cos x dx =————+c,n=—1. Risposta corretta: C
n—+1
Calcolare f Z;dx
9x“+6x+4
f 1 J_f J3/3 3 _1[3x+1]
_ X =—tan +c
3x+1° NE)

9
3x+1] 11

3

12. Calcolare f X"-In x de,neN
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xn+1 . ln (x) xn xn+1 . ln (x) xn+1 |:l”l (xn+l ) _ 1j| xn+1
—I dx = - ~+c= >
n+1 n+l n+l (n+1) (n+l)
I Sin(t)dt
Calcolare lim=>—A7 " —
x—0" X

Usando la regola di De L’Hopital e la formula fondamentale del calcolo integrale, otteniamo:

. . 2 _
}Lr(l)} (2x+1)sm (x +x) =0

Data una funzione f{x) continua e positiva in un intervallo [a; b], diciamo integrale secondo Rie-
mann di f{x) esteso all’intervallo [a; b], il limite comune alle successioni delle sue somme inferiori

e superiori
Data una funzione f{x) continua in un intervallo [a; b], allora la funzione integra-

leF x = f ft dt &derivabile in [a; b] e si ha: F'(x) = f(x),V x € [a; b].

Xo
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