9.1 Successioni infinite e serie numeriche

Proprieta delle successioni di numeri reali
Determinare se le seguenti successioni sono limitate, superiormente e/o inferiormente

n+3 n* +1 n 2—n
L. a){ " };b){ " };C){nzﬂ};d){nﬂ}

a) Si ha: n+3=l+§>l,1+is4,quindi la successione ¢ Limitata;
n n n

. n’+1 1 T . .

Si ha: b) >0;n+—>M,YM € R, quindi ¢ Limitata Inferiormente ma non superiormente;
n n

. n n’+1 e
¢) Siha: 0 <———<———=1 quindi ¢ Limitata;
n+1 n +1

d) Si ha: 2—n:3—1—n: 3 _1+n: 3 —1, e si ha: 3 -1>0-1=-1 3 —1<3-1=2 quindi
n+l n+l n+l 1+n n+l n+l n+l

¢ Limitata

3—n’ n’ -1 n’+3 n*+1 n
21 D9 D (1000 [39 {l"g(ﬁj}

3—-n’ 3 n’ 3 3

a) Si ha: = - < <—=1, quindi ¢ limitata superiormente, mentre
n+2 n+2 n+2 n+2 3
n*  n*—4 (n-2)-(n+2) . e : e
> = =n—2 e poiché n ¢ ovviamente illimitata superiormente, —» sara illimi-
n+2 n+2 n+2
tata inferiormente, quindi anche la nostra lo ¢;
, 1 n’+1-2 n’+1 2 2 11 i
b) Si ha: n2 . > = nz ————=1-——<1, ma ¢ anche nz >0, quindi ¢ Limitata
n +1 n +1 n+1 n +1 n +1 n+
2 2 2
¢) Si ha: n3+3 = :l + 33 <n—3+ 33 :l+ 33 <1+3=4, d’altro canto ¢ anche
n-1 n-1 n-1 n n-1 n n-1
2
+ . g ..
n3 f >0,n>1, quindi ¢ limitata;
-
4 4
d) Si ha: n +13 == T+ 1 L= - 1 7> L , quindi ¢ illimitata superiormente, ma ¢
1000n° 1000n° 1000~" 1000 1000n" 1000

anche formata solo da positivi, quindi ¢ limitata inferiormente;

e) Si ha: log (LJ = log(l —LJ < log(l) =0, quindi ¢ Limitata Superiormente, ma ¢ anche
n+ n+

log (Lj <log (2) , quindi ¢ limitata.
n+l1

1 _
3. a) {(‘D" '(”*;)}; b) {(—1)" o 21}; Q) {(-1)" - cos(n)}
n

n+l n pari
: " 1 n
a) Si ha: (-1) -(n+—j:
n

, quindi raggiungiamo e superiamo qualsiasi valore positi-

—-n—— ndispari
n

vo, con i termini di posto pari, € qualunque negativo con quelli di posto dispari. La successione ¢ Illimi-
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1 1 .
R n pari
. n— n 1 n-1 n—1 2 o
tata; b) Intanto osserviamo che —— <—=—;——-20, ora: (-1)" -——= non , quindi
n non n . .
—-—+— ndispari
n o n

in ogni caso sia i valori positivi che 1 negativi sono limitati, € cosi ¢ I’intera successione;
¢) Sappiamo che —1 < cos(n) < 1, quindi la successione ¢ Limitata.

{1’124-(—1)”'1’12} { n }
4. a)(-1)"-tan(n)}; b))\~ (3¢

n sin(n)

a) Sappiamo che la funzione tangente ¢ illimitata, quindi anche tan(n) che assume infiniti valori, anche
n*+(-1)"-n’ {O n dispari

n

se non tutti, di questa funzione, lo ¢; b) Si ha: , quindi tutti i termini di

2n n  pari
posto dispari sono nulli, mentre gli altri crescono a dismisura, pertanto abbiamo una successione limitata
inferiormente ma non superiormente;

. 1 1 n
Siha: —1<si 1 -1 1 -
¢) Si ha < sm(n)< = sin(n) < ’sin(n) >1= sin(n) <-n,

- >n, percio ¢ [llimitata
sin (n)

Determinare inf e sup delle seguenti successioni dicendo se essi sono anche min o max

s a){2n+3};b){n2—1};c){_;z_}
n+2 n n +1

2n+3 _2ntd-l_2n+d 1, 1

a) Si ha: = = =2- e si ha:
n+2 n+2 n+2 n+2 n+2
2- ! <2,2- ! >2— ! =2—l=§. Pensiamo quindi che 5/3 sia il minimo e 2 il sup. Provia-
n+2 n+2 1+2 3 3
2n+3 _2n+4-1_2n+4 1

= =2- ! , quindi effettivamente tutti gli elementi
n+2 n+2 n+2 n+2 n+2

della successione sono maggiori o uguali a 5/3, che facendo parte della stessa successione ¢ quindi il suo

molo. Abbiamo:

<2=-
n+2 n+2

minimo. Passiamo al sup. 2- <0=VneN, proviamo la seconda proprieta:

2—

1 1 . .
<2-&g=>- <-&= >e=>n+2<—=>n<—-2. Cosi per esempio se fosse ¢ =
n+2 n+2 n+2 £ e

0,0001, 2 — 0,0001 = 1,9999 sarebbe un maggiorante solo per n< 1—2:9998. Infatti si ha:

b

2—; ~1,99989 < 1,9999;2—; =1,9999.
9997 +2 9998+ 2

2_
b) Si ha:

=n——, pertanto la successione ¢ illimitata superiormente. E limitata inferiormente da 0
n

che ¢ il minimo. Infattin—1/n>0=>n>1/n=n*>1=n>1.

c) Si ha: 0< f_n < 23 = 3 , quindi la successione ¢ limitata. L’inf ¢ 0, infatti
n+1 1"+1 2
2 3+4/9-4¢ e . . . . g
. <g=>en -3n+1>0=>n> D, quindi il generico € ¢ un minorante solo per 1 valori di
n

n scritti. Il massimo € 3/2.

i a){ | };b){22+n};c){\/;}
n+2 n +1 n+5

1
n*+2

a) Siha: 0< < l 0 ¢ infe 1/3 ¢ massimo.
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2+n 2+l =%,Oinf, 3/2 max.

b) Siha: 0<

n+1 1P +1
c)Siha: 0< Jn Sizl;infzo;max=l/6
n+5 1+5 6

a) {tan(n)}; b){in(n)}; {sin(n)}

a) tan(n) € ovviamente illimitata, quindi inf'= —oo; sup = +o;

b) Sappiamo che /n(n) cresce in [1; +0), quindi min = [n(1) =0 e sup = +oo

c) sin(n) ¢ limitata: —1 < sin(n) < 1, ma non vi sono valori interi, a parte O che non ¢ accettabile, per cui
otteniamo minimo e massimo, quindi inf=—1; sup = 1.

a){ﬂ/”z +3}; b){27; 0){2-"}
n-+1

2 2
a) Si ha: \/”2”:\/” 42 _ =2 quindi: 1<\/1+ 2 <
n°+1 n°+1 n°+1 n +1

max = \/5;

b) Cli esponenziali di base maggiori di 1 sono crescenti e illimitati superiormente, quindi min = 2; sup =
+00;

c¢) Essendo la potenza negativa accade la situazione complementare alla precedente, ossia la successione
¢ decrescente ma limitata inferiormente da 0, quindi inf=0 e max=2"=1/2

2" +1 2n 2"
a){Z" —1}’ b{3+cos(n)}’ © {5" —3"}

2"+1 2"—-1+2 2
= =1+ .Siha: 1<1+ £1+L:3,quindiinf=1;max=3;
2" -1 2" -1 2" -1 2" -1 2-1
b) All’aumentare di n, cos(n) ha un comportamento non regolare, ma in ogni caso assume valori com-
presi in (—1; 1), pertanto il denominatore assume valori compresi in (2; 4), mentre il numeratore aumenta

<\/1+ 22 =2, quindi inf = 1;
1" +1

a) Si ha:

raddoppiando, quindi il minimo si ha per , mentre non vi € limite superiore, sup = +o0;

3+ cos(l)

n

¢)Siha: 0<

<1, infatti il denominatore ¢ sempre positivo, ma ¢ anche maggiore del numeratore:

n_3n -

5" — 3" > (5 — 3)™ come si prova facilmente per induzione: 5 — 3 =2 e se 5" — 3" > 2", allora 5""! — 37! =
5.5"-3.3"=3.(5"-3")+2.5">2"+2.5">2"+2"=2"1 Pertanto inf=0 e max = 1.

1
a){(—D” (” +;j} s B){(=1)" - sin(n)}; c) {sin(n) + cos(n)}

a) Per n dispari abbiamo valori negativi che non hanno limite inferiore, per valori pari invece valori po-
sitivi senza limite superiore, quindi inf' = —; sup =+ ;

b) Abbiamo gia detto che sin(n) ¢ limitata da —1 e 1, ma non assume questi valori per »n naturale, quindi
inf=—1;sup=1

¢) Tenuto conto di quanto sopra le due successioni sono limitate, potremmo quindi pensare che sia inf =
—2; sup = 2, cio non ¢ vero perché quando una delle due ¢ minima, 1’altra ¢ massima. Applichiamo la
formula di prostaferesi: sin(n) + cos(n) = sin(n) + sin(n/2 — n) = 2sin(n/4)cos(n — n/4) = V2 cos(n — m/4),
a questo punto, dato che la successione coseno ha inf'=—1; sup = 1, possiamo dire che questa successio-

nehaian—\/E esup = 2
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a){’h(fl)n.nz}; b){%} ;c){%}

. n’ +(—l)n -n* [0 ndispari | ) ) _
a) Siha: ——————= _, quindi possiamo dire che min = 0; sup = +oo.

n n n pari

Jn+1

n+~n
sono sempre positivi, quindi: inf = 0; max =1
0 n dispari

b) Si ha: 0<

<1, infatti il numeratore ¢ sempre minore o uguale del denominatore, ed entrambi

c) Si ha:w =4 2n
ln(n) ln(n)

0 e sup = +oo.

5 ) 10°n | |n*+n+1

a){n’ ~1000n; b){l_nz} ; c){ — }

a) La successione ¢ ovviamente illimitata superiormente, mentre ¢ limitata inferiormente e il suo mini-
mo si ha per il minimo valore negativo di n?> — 1000n. Consideriamo la parabola di equazione y = x> —
1000x, questa volge la concavita verso 1’alto, quindi ha il minimo nel suo vertice, ossia per x = 1000/2 =
500, dato che questo valore ¢ intero positivo, anche #*> — 1000x assume il minimo 500% — 1000 - 500 = —
250000.

b) La successione assume valori negativi per n > 2, quindi ¢ limitata superiormente da 0, mentre il suo

5
limite inferiore € Si ha: 10°-2 =— 200000 .

., naturalmente 2n >> [n(n), quindi possiamo dire che si ha: min =
n pari

1-2° 3
¢) Gli elementi della successione sono tutti negativi, quindi € limitata superiormente. Il suo minimo ¢
1P +1+1 nwn+l 1 e , :
CWE =-3, mentre T o7 >——, infatti la precedente equivale a  scrivere:
p— . —_— n

2n* +2n+2>1-2n> = 4n° +2n+1>0, che & certamente vero. Infine si ha: min =3 e sup = —1/2.

Successioni divergenti

Tenuto conto del limite indicato determinare il primo numero naturale p a partire dal quale tutti gli ele-
menti della successione verificano la richiesta

1.

2 2 2 2
a) lim =2 = o122 sainipy tim 3 e s M3 e
note 42 n+2 n>+o 3p—1 3n-1
a)1—2n2<—5412n—10824:>2n2—5412n—10825>0:>n>2706+ “27344086 >2707, quindi p =
2708;
b)4n® +3>23436n-7812 = 4n* —23436n+7815>0=n> 3859+ “3;4320066 ~ 5858,67 = n>5859
2 _ 2 _ 2 2
a) Tim 2L = oo = 3 L 47580 b) lim P = boo = T S 57048
n>to Sp—3 5n-3 noo p—1 n-1
2 J56616109833
a)3” LS 47580 = 5 BT 56616109833z79314,4:>nz79315;
5n-3 6
n*+n
b) > 57948 = n > 57949
n_
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2 2 2 2
3. a)lim TS AT 4578 by Tim 2l = 0= 22 < 9876
no+o 3p—72 3n-2 n>+0 54 2p 5+2n
2 2
) TS 4578 = 0> 34331 b) 2" < 9876 = n > 19755
3n-2 5+2n
2 2
4.  a) 1imm=-oo:sm<—s479;b)1im(n2+n+1):+oo:>n2+n+1>2014
n—>+00 Sn—1 Sn—1 n—>+00
2-3n*+n )
a)?<—5479:>n29132;b)n +n+1>2014=>n>45
n_
Verificare la validita dei seguenti limiti
n+1 ) (1) n
5. a)lim =400 3 b) lim n(n")=+0w03; ¢) lim log,| — |=—0; d) lim = 400
)n—>+oo n+1 ’ )na+oc ( ) )n—>+w &> n )n—>+oo ,I’l-i—l
241 M+ M?* +4M -4 : : o
a) " +1 >SM=n*+1>Mn+M =n> * 2+ , espressione dipende da M, quindi abbia-
n+

mo trovato, al variare di M il valore da assegnare all’ndice n, che ¢ il piu piccolo intero maggiore o

M +\M?*+4M -4

uguale a :
8 2

b)ln(n2)>M:2ln(n)>M:ln(n)>M/2:n>eM/2;

1 ) .
¢)log, (;j <—M = —log, (n)<—M = log,(n)>M = n>2", osserviamo che P’espressione loga(n) ¢

definitivamente positiva, annullandosi solo per n = 1;

M(M+W)

d) SM=n">n+1) M =>n*-Mn-M>0=n>
vn+1 ( ) 2
2 2 2
6. ) lim """ = o:b) lim 3 ioos ) lim ) = oo
n—>+o0 I’l+2 n—>+o0 31’1—1 n—>+0 51’1—3
52 (252
a) " nz <—M:>n—nz+Mn+2M<0:>nz—(M+1)n—2M>O:>n>MHJr Mz +10M+1;
n-+
2 2_ .
b)4n +3>M:>n>3M+\/9M 16M —48
3n—-1 8
3n? —1 SM +~J25M> —36M +12
c) >M =>n>
5n-3 6
2 q2 2
7. a) lim i) tim 22 s ) lim Vi = o0
o g —] e N
2 2_ _
a)n+1>M:>N>M+\/M M -4
n—1 2
2 2
b) 2 53n 1+n>M:N>1 5M+\/2516\/[ +2M+25
n_

n

9 Vn+l

Verificare la NON validita dei seguenti limiti

2 2 2 5
8. a)lim = = ooy by lim A0y im Y

n—+o0 p° 4] n—>+w0 n n—>+00 n

n*+1

n+1

SM=n>Mn+M=n>

M> +M~NM’ +4
2

a) Siha: n”” +1<n’ +1IVNeN= <1, ossia la successione ¢ limitata superiormente, ovviamente

non puo divergere positivamente;
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10007 +1
2

b) Si ha: =1000+ Lz <1000+ 2, anche questa ¢ limitata superiormente;
n n
n’ -10’
¢) Si hat ———>0=n">10" = n>100/10, la successione ¢ definitivamente positva, quindi non
n

puo divergere negativamente.

a) lim sin(nm”) =+ 3 b) lim tan (n_—i—lj = +o0

n—>+00 n—>+0 n—1

a) Si ha —1<sin (nzm) <1, successione limitata;
. 1 2 . :
b) Si ha: tan (n—_'-lj = tan(l ——J < tan(l) , dato che la tangente ¢ crescente per valori compresi tra 0 e
n— n—

el <c1<Z yn>1
n—1 2

Giustificare la risposta ai seguenti quesiti

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Una successione illimitata sia superiormente che inferiormente, puo divergere positivamente o
negativamente? Giustificare la risposta.
No, abbiamo gia visto {(—1)" - n?}.

Se lim a, = +o0, vuol dire che a, >0, Vn € N?

n—>+0

No, si consideri la successione {-1, 1,2, 3, ..., n, ...}

Se {a,} ha un milione di elementi negativi, ¢ possibile che lim a, =+00?

n—+o
Si, si consideri la successione che ha il primo milione di elementi uguale a —1, e dal milionesimo in poi
seguono la legge a, = n.

Se lim a, =+o0, vuol dire che 3pe N : a, > 1000, Vn > p. Possiamo concludere che si ha anche

an <1000, pern € {1, 2, ..., p}?
No, basti pensare alla successione {10001, 1,2, 3, ..., n, ...}

Determinare una condizione su {a.}, affinché quanto affermato nell’esercizio precedente sia ve-
ro.
Se la successione € non crescente, cio€ a+1 = an, Ve N, in questo modo 1 primi p elementi sono mino-
ri o uguali a quelli che li seguono, e quindi sono < 1000. Chiaramente questa ¢ una condizione sufficien-
te ma non necessaria.

Se lim a, = -, vuol dire che 3pe N: a, <-1000, Vr > p. Possiamo concludere che si ha anche

an2-1000, pern € {1, 2, ..., p}?
No, basti pensare alla successione {10001, -1, -2, -3, ..., —n, ...}

Determinare una condizione su {a.}, affinché quanto affermato nell’esercizio precedente sia ve-
ro.
Se la successione ¢ non decrescente, cio¢ a,+1 < an, Vne N, in questo modo 1 primi p elementi sono
maggiori o uguali a quelli che li seguono, e quindi sono > —1000. Chiaramente questa ¢ una condizione
sufficiente ma non necessaria.

Se {a,} ha infiniti elementi negativi, a) ¢ possibile che lima, =+©? b) E sicuro che

n—>+%

lim a, =-0?

n—»+w
a) No, perché se la successione diverege a piu infinito da un certo punto in poi tutti gli elementi devono
essere maggiori di qualunque numero fisso, quindi devono essere positivi; b) No, basti pensare a una

6
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19.
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successione costante i cui elementi sono tutti uguali a un numero negativo, per esempio —1.

. 2 . . :
Se lim (an) =400 possiamo dire che lim a, =+o00 ?

n—>+o0 n—>+o0

No, si pensi per esempio a (—1)" - n che non diverge mentre [(—1)" - n]> = n* diverge positivamente.

. 3 . . :
Se lim (a,) =—o possiamo dire che lim g, = -0 ?

n—>+o0 n—>+o0

Si, perché se il cubo diverge a meno infinito, anche la base deve farlo.

Se una successione ¢ limitata inferiormente e illimitata superiormente, possiamo dire che certa-
mente diverge positivamente? Giustificare la risposta.
No, consideriamo {n - sin’*(n), che ¢ limitata inferiormente perché tutti i termini sono positivi, ma non
superiormente, ma non possiamo dire che diverge perché il termine sin(n) fa oscillare i termini. Consi-

") ot Y ..... [ P )

0 10 20 30 40 50 60 70 80 a0 100

deriamo il grafico per i primi 100 valori.

Successioni convergenti
Tenuto conto del limite indicato determinare il primo numero naturale p a partire dal quale tutti gli ele-
menti della successione verificano la richiesta

1.

a) lim —2 =2 21,999 <2 <2 b) lim 2L _1 = 0,999 < 27!
nt0 42 n+2 n>to 4p 42 4n+2

a)1,999n + 3,998 < 2n < 2n+4 ; la disequazione di destra ¢ sempre verificata, per quella di sinistra si ha:

0,0017 > 3,998 = n > 3998, quindi p = 3999
b) 3,996n + 1,998 <4n + 1 <4n+ 2 = 0,004n > 0,998 = n > 249,5 = p =250

<1

_ _ 2 2
aytim 2oL 052771 0 5015 b) lim L o1 o 1 <
oo dp—3 2 4n-3 novo g —1 n—
8) 2n—1,5<2n— 1 <2,004n — 1,503 = 0,004n > 0,503 = n > 125,75 = p = 126;
b) % — 1 <n®+n < 1,000172 — 1,0001 = 0,0001n% — n — 1,0001 > 0 = n* — 100007 — 10001 > 0 =5 n >

10001 = p = 10002

<1,0001

2 2
a) lim f” :2:>2<3L<2,001;b) lim ——=0=>0<—"—<0,00001 [a) 64; b) 100001]
novo =2 n =2 nvo p” 4] n° +1
2 2
) fim 57— =2=2< 3 <2,001; 72— 1 <n?+n<1,00017 - 1,0001 = 0,00011% — n — 1,0001 >
n—>+oon J— n —

0 = n? — 100007 — 10001 > 0 = n > 10001 = p = 10002
7
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n n

b) lim — " =0=>0<— " <0,00001 n* -1 <n?+n<1,0001n> - 1,0001 = 0,0001%> —n — 1,0001 >
no g n’+

0 = n* — 100007 — 10001 > 0 => n > 10001 = p = 10002

. n n . n’ -1 1 n’ -1
4. a)lim —— =0=-0,00001<—— <03b) lim————=-=0,33<————<0,34

n>te ] —p l-n no+o3p”—2n—1 3 3n"-2n-1

a)0< Zn <0,00001, ricordiamo che 1 — n? & negativo per ogni n > 1, la disequazione di sinistra &

n?—

sempre verificata. 0,000017% —n —0,00001 > 0 = #* — 100007 — 1> 0 = n* — 100007 — 10001 >0 = n

> 10000 = p =10001

by 099 »* - 066n - 033 < »* - 1 < 1027 - 0682 - 034 =
O,O3n2+0,66n—0,67>03 n=1
0,02n° —0,68n+0,66 > 0 n>33

0,681 — 0,34 0,00017* — n — 1,0001 > 0 = n> — 100007 — 10001 > 0 => n> 10001 = p = 10002

=>n>33= p=34-0,03 n* — 0,66n — 0,33 <n* - 1<1,02n> -

5. Provare che non esiste alcun numero naturale p per il quale siano vere le seguenti disequazioni,

2
per ogni n > pr a) — 1520015 b) 21,0995 )L 1000005 d)—2"—>2,001; e)
n-1 n n—1 n+
211,499
4n-73
a) Siha: 3n+1>4,002n—-2,001 = 1,0027 < 3,001 = n <3,001/1,002 < 3;
b)2n+1<1,999n = 0,001n <-1, che ¢ ovviamente impossibile;
¢) n*+ 1 < 1000001 — 100000 = 1> — 1000007 + 99999 < 0 = 2 < n < 100000
d) 2n>2,001n + 4,002 = 0,001n <—4,0002, che ¢ ovviamente impossibile;
e)2n—1<1,996n— 1,497 = 0,004n < -0, , che ¢ ovviamente impossibile
Verificare la validita dei seguenti limiti
2
6. a)lim 3n+1=3;b) lim 4n =23¢) lim’12+—’m:1;d) limnz—ﬂ=0; e) limﬁzo
n—>+w0 I’Z+2 n—>+o \| p 4+ 5§ n—>+o p‘ +p—1 n—+0 - 41 n—>+0 41
3n+1=3n+6_5=3— > =>3-e<3- <3+e=>—e<— <eE=>
n+2 n+2 n+2 n+2 n+2 .
a) ;
5 5-2¢&
= - >—e= <E=Dn+2>—=>n>

n+2 n+2 & &

2 2
e pe 4n <2+g:>(2—8)2< 4n <(2+€)2:> >t\1<1\>>t\1<1\+20 4ne 205+1152—|-552:>
n+5 n+5 Aw < Bu +20+4ne +20¢ + ne’ + 5¢
b) | 520208458 ;
4e—g* 20-20g+5¢*
= N> ————
-20-20&-5¢ 4e-¢
n> 5
de+ ¢
n’+n+l 2 2 2
> =1- > :>1—g<1—2—<1+g:>—g<—2—<g:>
0 n+n-1 n+n-1 n +n-1 n +n-1 )
2 ) 2 —e++58% +8 ’
>—F—<éeDn+n-1>—=Ssn>———
n+n-1 & 2¢
n 1 > ) 1+V1+4s—-4g*
d) —e<— £ ——<e=>ntl<nete=en —n-1+e>0=>n> ;
n-+1 n-+1 2&
e) lim£=0
n—>+oon+1
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1-2&% ++/1-4&>

P L TS LU 2<62:>82n2+(282—1)n+82>0:>n> -
n+l1 n+1 ( +1) 2¢&
+1 .2 1 . 2
a) lim Vn+1 \/_—0 b) lim =15¢) 1 3n _3 ;d) lim " =—jse) lim 2n2+n=2
n—>+w0 n—+o p + 2 n—>+w dn+2 4 n—>+o 4pn—5 2 n—+o  pt —
2
—g<\/n+1—\/;<g:>\/n+1—\/Z<g:>n+1<(\/Z+g) =
a) 2 2\2 ;
:>n+1<n+gz+2e\/Z:>\/;>l £ —~n> I-¢
2e 2e
b) 1-e< <1+e:>1—g<l—i<l+g:>/f—g</l/— 2 = 2 :>L2>1:> >£—1
n+2 n+2 n+2 n+2 2 & &
§—8<3n+1<§+8:>%+6—1681’l—88<%+4<%+6+168n+88:>
c)4 4n+2 4 )
2+8¢ ’
= —-16en—-8s<-2<16en+8&c = —-16en—-8s<-2=n> T
£
1 2n 1
——e< <—te&=> 4 —5-8en+10s < 47 < 41 —5+8en—10s =
d)2 4n-5 2 '
8en>-5+10¢ ’
— 5-8en+10s<0<—5+8sn—10c =1 2102
8en>5+10¢ 8¢
2
2—g<2n2 +ln<2+g:>2/%—5n2—2+g<2/ﬁ[+n<2/ﬁf+gn2—2—3:>
n —
e)
5 1++1+8¢+4¢°
=>en —n—-2->0=>n>
2¢e
2 2
a) lim 2 =13b) lim —" =03 ¢) lim —" =03 d) lim ~ "% _3; ¢) lim —— =0
n—+0 p° —1 n—>+o p° +1 n—>+oo1_n n>+o p+2p° —2 n—>+0 [
2
a) l-&<— 1<1+g:>/ &En —1+g</ /+5n —l-e=en’-1- g>0:>n>‘/1+g,
n’ £
5 5 5++/25-4¢°
b) ¢<——<e=>—F—<e=>5n<en" te=en -Sn+e>0=>n>——F;
n n +1 2&
) ) 1+1+4&°
c) —¢< - <E> > >—&= <e=n<en —eg=>en —-n—-e>0=>n>——mm;
—-n 1-n n-—1 2¢
2—g<4’5;?+§<2+g:>2n+M—4—gn—2gn2+23<M+n+5<2n+M—4+gn+25n2—23:>
d n n — ;
) (e-1)+17&" —T4e +1
:—gn—Zgnz+25<—n+9<5n+25n2—25:{28n2+(€_1)n+9_28>03 " de :n>(5+1)+ 176" + 74 +1
2en” +(+1)n=9-25>0 (e+1) 4177 + 742 +1 4e
" 4g
e)lim—==0 —-¢e<—=<e>—=<e> n>l:>n>L
n—>+0 n \/; \/E P 82
a) lim sin . — 03b) lim sin™| —— | =Z s¢) lim tan™ ntl = Z.d) lim e = 03e) lim cos 1 =1
n—>+00 n+l1 n—>+w n+1 2 n—>+o0 n 4 n—+w n—>+o0 n
; 1 ) 1 1 ) 1 1
a) —&<sin| — |[<eg=>sin| —— |<Ke=>——<sin (8):>n+l>f:n>T—l; Os-
n+l n+ n+l sin (8) sin (g)

serviamo che sin (—lj > 0, perché I’argomento ¢ positivo e minore di 1/2 (in radianti) quindi al appar-
n+

tiene al primo quadrante; € ¢ una quantita piccola, pertanto certamente minore di 1 e quindi esiste

9
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sin”' (5) che ¢ anch’esso molto piccola, e percio 7()—1 ¢ positiva e “abbastanza” grande.
sin” (&

/4 . n V/d . n /4 n (7
——e<SinT | — |[<—+eg=>sin | — |>——c=>——>sin| ——¢ |=
2 (n+lj 2 (n+1j 2 n+l (2 j

szn(—e‘j . osserviamo che

A A
=>n>sin| ——¢ |n+sin| —¢ |=>n>————— 24—
(2 j (2 j (7
1-sin| ——¢
2

n 1 o n a1 T T
——<—=ysin <sin” | — |=—<—+¢
n+l 2 n+ 2 6 2

n+l1 T n+l1 T
——g<1a <= +g:>tan1 — <t e>—<tan| =+¢e |=>
n 4 n 4

b)

osserviamo che

9) ( j 1 ;
=n+l<tan +te|ln=>n>——m—
lan(ﬂ+gj—1
n+l ! n+l i T T
— > — |>tan (1)=—>——5
n n 4 4

d)lime”=0; —¢<e"<eg=e”" <5:>—n<ln($):n>—ln(8)=ln(lj:>n>T—l
& sin”' (&)

n—>+w0

1 1 1
e) lim cos(ljzl 1—8<cos(—j<l+5:>cos(—j>1—5:>—<cos‘1(1—8):>n>_l—, es-
n n n n cos (1—8)

n—>+0

sendo 1/n prossimo a zero positivo, cos(1/n) € positiva e decrescente.

Provare le seguenti disuguaglianze

2
10. a) lim = 205 by 1im 221 £1,49999; ¢) lim sm(”” 1j¢1,5001
na+ocn — n—>+00 n n—>+0 6n
n’+1 n’+1 . . , .
a) Dovrebbe essere —& <—; 1<8: ——<¢&, ma cio non accade per ogni ¢ > 0, perché si ha:
n— n—
2
n2 +1 1
n -1
b) Dovrebbe essere 1,49999 — £ < 21 <1, 49999+ . ma si ha: -t =3 4+ L o1 5.
2n 2n 2 2n

c¢) Dovrebbe essere 1,5001—5<sin{m;_lj<l,5001+8, ma —lﬁsin(ﬂz_ljgl
n n

Giustificare la risposta ai seguenti quesiti
11. Se {a,} ha un miliardo di elementi maggiori di 100, ¢ possibile che lim a, =-5?

n—>+w

Si, per esempio la successione il cui primo miliardo di elementi ¢ uguale a 101 e dall’elemento di posto
10° + 1 sono tutti uguali a —5

12. Se lim a, =1 & possibile chesiaa,>1,Vne N?

n—>+0

Si, per esempio 1 + 1/n

13. Se lim a, =0 ¢ possibile che a, abbia infiniti elementi positivi e infiniti negativi?

n—>+0

Si, si pensi a (—1)"/n.

10



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
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Se lim a, =2 ¢ possibile che a, abbia infiniti elementi negativi?

n—>+0
No perché deve succedere definitivamente a, > 2 — €, con € numero positivo arbitrario, quindi sara ov-
viamente definitivamente a, > 0.
Se a, ha infiniti elementi negativi & possibile che sia lim a, =2?

n—>+0

No, vedi quanto detto sopra

Se a, ha infiniti elementi negativi ¢ possibile che sia lim a, =0?

n—>+0

Si, basta considerare —1/n.

Consideriamo una funzione periodica, come sin(x), cos(x) e cosi via. Cosa possiamo dire della suc-

cessione che si ottiene calcolando la funzione periodica solo per valori naturali, cioé sin(n), cos(n),
9

Sono tutte successioni oscillanti perché a causa della periodicita otteniamo valori che continuano ad

oscillare fra 1 e —1.

Quanto detto nell’esercizio precedente, ¢ valido anche se una successione contiene nella sua defini-

sin(n
zione una funzione periodica, come per esempio {—()} ?
n

. . .. .- . . . .| smm\n
No, in questo caso possiamo ottenere successioni convergenti, divergenti o oscillanti. Infatti {L} €
n

convergente a 0; n + sin(n) diverge e 1 + sin(n) oscilla.

Le successioni sin(n), cos(n) o tan(n), che sono particolari sottoinsiemi di sin(x), cos(x) o tan(x),
hanno qualche elemento ripetuto? Giustificare la risposta.

No perché il periodo di ognuna delle dette funzioni ¢ proporzionale a © che non ¢ un numero naturale,
quindi non accadra mai che si abbia per esempio sin(n + 2kn) o sin(n— n + 2kn) rappresentino elementi
della successione e quindi siano uguali a sin(n).

Se {a,} ha tutti gli elementi maggiori di 2, ¢ possibile che a) ima, =2? b) lim a, =1,99

n—>+0 n—>+0
a) Si, basti pensare a {2 + 1/n} 1 cui elementi sono tutti maggiori di 1, ma il cui limite € 2 + 0 = 2; b) No,
perché in questo caso la convergenza a 2 non puo essere per gli elementi inferiori a 2 che non esistono.

Una successione illimitata puo essere a) convergente? b) divergente?
No, sempre oscillante. Infatti se fosse a) convergente dovrebbe essere limitata; b) se fosse divergente sa-
rebbe illimitata da una sola parte e non entrambe

Una successione oscillante ¢ sempre illimitata?
No, si pensi per esempio a sin(n)

Operazioni aritmetiche con i limiti

Successioni infinitesime e infinite

Usando il principio di sostituzione degli infiniti calcolare i seguenti limiti di successioni

1.

fim 2n2+1.b lim 27+ . Tn’ =1+n’ - An’+n—1 B i
R T R = T NT I P e PR S N TR o sin (1)
2 2
tim 22 i 2 i 20 s by lim 2 i P i 4= 4
n—+0 Iy — 1 n—+o 3p n—+o 3 n—>+0 §_p n—+0 —p n—>+00

11
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. Int=1+n’ .on . n . A’ +n-1 . 4n’ .4 4
¢) lim ————= lim — = lim —=+o0; d) lim ———— = lim >=lim—=-—;
n>+0 §p° 4+ 2np+1 n-o>+0Sp n—+o § n—>+o Tn—3p n—+o —3p n—+o 3 3
¢) lim ———=1lim —=0; f) lim in questo caso il numeratore ¢ un infinito, ma il denominatore
n—>+o p° =3  notwop n—>+0 Sll’l(Vl 0)

no, ¢ una successione limitata che pero assume valori positivi e negativi, pertanto il limite non esiste.

4
. on—n N N/ N . 8n* —n
2. a)lim ———;b) lim M; ¢) lim Nan+2n :d) lim 2n se) lim (—zj
no>topnt +n n—>+00 27’[3 —n n—>+00 n n—>+0 \[§p 4 2 n—>+o| Sp—14+3n
2 2
2) fim =" = fim " =1; b) lim Y2 iy gy M gy 2 o,
n—>+o p° 4+ pn n—+o p n—>+0o 2n3 —n n—»>+w \/ﬁ n—+o gy 27’[ n—>+0 27’1

. N4n+32n . 4n ) 2n . 2n

¢) lim ——— = lim =0;d) lim = lim =40 ;

n—>+w n n—>+wo n n—>+0 Sl’l + 2 n—>+w Sl’l

2 4 4 4

&) lim | —o" =" | = lim 87 - (§J

n—>+w 5n—l+3n n—>+w 3}/ 3
3 lim 5n° =1 ’ b lim 5n* =7 ) lim 3n° —1+2n ’ ) lim 3n® +n' ’

‘ a)na-v-oo 71’[3 —-n ’ )n%-f-oo 81’12 _3n+1 ’ C) n—+0 41’1—5 ’ )n~)+oo 41’14 -5

2 3 2 : 2 4 2 4 4
2) lim | 221 = tim 5>’§ —0:6) lim |7 | = fim| > =(§j;
n—>+ol Tn’ —n n—>+0| Tpn n—>+o| 8 —3n+1 n—>+0 2 8
2_ ’ ’ 2, 4 RN
o) lim [ 22122 ) i | 222 | = oo d) tim | 222 | = lim X 1
n—>+00 4n -5 n—>+00 4/ n—>+o| 4p* -5 n—>+wo 4>4\ 4
7

) e O e WU L e BURST VAL
2) 1% n+n-2)" )AL 1+n”> =30 0% nw-n+2’ )L nw=2n+n
2 7 7 4 2 4
- L N v
) lim | Y22 =L | _ i Vo — 842 5b) lim 2L 22 i \”\&zo;
n>+o| pS4+p—2 n—>+w }/ n—>+o \| 14+pn° —=3n n—+o \ _3p
2 2 s, 5
¢) lim 4;1 +? 1:1m74\ﬁ\20;d)h 343n +ns 3—1irn3 >'\:3—2
n—+o \ p nw+2 n—>+w0 _n\i n—+o \| p 2n’ +n n—>+00 2>\

5 lim # Sn”+2 b) lim 3 n+2n-1 ) lim ; 2n" —n-—1 Q) 1 ( , ( 50))
. 5 . A3 .19 = 23 15 +
Y o n+4n® +3 n>we \ 4p =3’ +1 ) i n’ =3 +1 o 2 TS

2 2 3 _ 3
) lim f—2 52 im 4 S =£;b) fim 322l 5A=—i;
n>+o \ n4+4n° +3 n—>+0'\[ 4 2 4 n>+o \ 4n —3n° +1 n—+0 _3>< {/5

2n*-n-1 . 2™ : : , .
n—nl = lim é\ =0;;d) Ilim (n2 +sin(n5°)) come gia osservato in 1 f) il secondo ad-
+ n—+oo n n—»+o0

c) lim }
n—>+0 n _3n

dendo non ¢ un infinito ma una successione limitata, essendo una somma quindi il limite ¢ +oo

y lim 3n-In by lim i/n_2+\/;+5 lim J4n® +2n
B N Y e PN e
B —n . —In 2 sdn+s . n? 1

a) lim lim ——=0;b) lim =lim ———=—F;
) ) s AL 4B

n—>+wn+m_3.%/;:n—>+oo n n—>+w4_\/ﬂ+63n4
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¢) lim J4n® ++/2n ~ lim % ~0

23 in A

s aytim ST n+5n+7 | lim I’ - )lim\/_ 5w’ =2
) nn g —Jdn — \/% ”"*°°n+ 2n’ + 3n1°’ >0 31 \n —4n
a) lim Yn+sn+7 lim@=0;b)

nr g \/E \/E e

. In - ; o’ ; 2t 2 \/E_C)
ey TN +J3;7 H*‘”W H*‘”\/‘ f&/_ B N3

\/_ 5n° =2 5n°

lim = lim =—

e 3 —4n > 3n

5. alim Jn+1+1 by lim Pt 7 ef45n a7 4153
. e J3n? n=5n" 2 ISn+2+n+l nio J4n—3 +2n—1
Jn+1+1 : Jn : Jn

a) lim ——=Ilim —————=lim ———=0;b)
n—»+w 37’1 +1n— 57’1 n—>+0 3}’12—57’1 n—>+w(\/§_5)_n

lim 3n+7 +/4+5n _ lim @+\/§_ lim (\/§+\/§)%_\/§+\/§
n—>-+00 ~’5n+2+"n+ n—>+00 5n+\/; n—>+o0 (\/g_'_l))% \/§+1 5

JisT 41530 n+Pn W (1443) 1445

D Jan =3 +on 1_n1»+w\/5+\/ﬂ nlwbi( J2) 2442

1) 2
9. a)lim-—— ( ) sb) lim + ;¢) lim L ;d) lim sm(% n} se) lim sm(zr n) ;D)

n—+o  p ] _(=1)" . n n—+0 | _ (_1 -n n—>+o0 n—>+o0
lim Sll’l(l’l)
n—o+o p
a) 1imﬂ=o;b) im—" = lm—" = lim—_=2;
n—>t+o p n»+ool_(_1) -n n~>+00_(_1) .p o (_1)
l’lz l’lk n
¢) lim ——— = lim —— = lim ———=0d)

n—>+oo1_(_1)” oy ot (_1)’”1 X n—>+o0 (_1)”*1

{Sin(z-nj} = {Sin(zj,Sin(ﬂ),sin(?)—ﬁj,sin(27z),sin (S—ﬁj,} = {1,0,—1,0,1,...} = lim Sin(z-nj 7
2 2 2 2 n—>+0 2

n—>+00

e){szn )} {sm sm 27[),sin(37z),sin(47r),...} = {0,0,0,0,...} = lim Sil’l(ﬂ'-l’l) =0;
)

£ fim sm(

n—>+w

=0 perché sin(n) ¢ limitata

Calcolare i seguenti limiti di successioni

10. a) hm(\/3n +n+1- \/n +2n— 1) ;b) hm(m—m),c) hm(\/Sn +n-— \/4112—1)

n—>+0 n—>+o0

a)hm(Jyz+n+1—Jn-+my4)=hm(J57—v@_}:hm( V3-1)n =0

n—»+o0 n—»+o0 n—»+o0

b)hm(\/nT—\/nT)—htP(\/_ \/_) 0;C) hm(\/3n +n— \/4n —1)—11m(\/§ m)—llm(

—>+00 -+ -+

r)

2)n =

11. a)lim (\/411 +3-n’ +2n) ;b) hm(Z N +1-3+n? - ),c) hm(\/Sn +sin(n )—\/n2+2)

n—>+00 n—>+w n—>+00

13
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a) lim (\/4742 +3—\/n2 +2n)= lim (\/4112 —\/n_z): lim n=+o0;

n—>+o n—»+ow n—>+o

b)lim(2- n’+1-3. n2—1)=1im(2-\/n_2—3-\/n_2):lim(—n)=—

n—>+o0 n—>+o0 n—>+o0

c)hm(\/Sn +sm() \/n +2)—11m(\/§ \/_)—hm( )n +00

n—>+o n—>+w n—>+w0

12. a) hm(\/n 2n+1—n? +3) 3b) lim (an 3502 —2n+1)

n—>+0

a) hm(\/n +2n+1- \/n +3)—hm(w/ n+1 \/_)—hm(/Jrl/)

b)lim(\/5n2+3—\/5n2—2n+1)—hm IR 4375+ 201 = lim—22 i !
o o J5n? 434507 =2n+1 52 44507 ”**‘”2«/_11 5

13. a) hm(\/n FPENER —4n) :b) hm(\/3n 12 3% + 70— 2)

n—>+00 n—>+00

A w14 +4n n’

a) lim (\/n +nt+1- \/n —4n)— lim = lim

o > Jnd 0?41+ —4n 'H+°°\/_+\/_
b)hm(\/3n +2 -3t +7n- 2)—hm 3 4237 —Tn+2 i ~Tn y —Tn =7

im-——-=
noie >4 (302 12 430 + Tn—2 302 44302 "_”w 2\/_” 2\/5

2n* +1-2n . 20 +3n+1—4n

14. lim ————p) lim
RSN T T SN P
N2n*+1-2n . N2n-2n (\/5_2)”_\/5—2'

a) lim = lim = lim

n—>+0 I3n2+1+n n—>+o0 3n2 +n n—>+o0 (\/5_’_1)” - \/§+1 9
N20° +3n+1-4n . 2n° +3n+1-16n 1 . —14n’ 1

lim = lim . = lim

o 2 3450 i 4+5m N2 +3n+1+4n " 6n .(\/5+4)n_
L) 1R

T (V2e4) 3(2-10) 0 3(-14) 6

b)

N3n+2 \/5+n o AR+l =2+n . An*+3n—4n

15. a1 ) lim im ————
”ﬁm \/67’1 1- \/% ”—’*‘”\/3n+5 \/4n+8 )”_H‘I’\/n +n—-1+n

Bn+2-5+n \/5\/_ \/_1_ b) lim P +1-2+4n _ lim Jn?

a) lim = lim

o Jon—1—Tn e Jon—7 6T ”—’*w\/3n+5 Jan+8 o B —an
. n® +3n—4n \/7 4n 1-4 3
c)hm— lim =——

n—>+wm+n n—>+0 \/—+}’l 1+1 2

6. lim n*+3n— 4n 1. \/n +3n+4n 11 \/n +3n+4n
a)
e In? vn—1- n’ ’H”’\/n +n-1+n ) v Int +n—1-n
n’+3n—4n \/7 4n . Nn'+3n+4n \/7+4n Sn 5.

a) lim 2 i = —w0;b) lim 22T iy

; = lim —=—=;c¢)
n—>+wm P \/_ n n—>+wm+n n—>-+o0 \/_+n w0 2 2
\Nn*+3n+4n \/7+4n

lim— lim

n—»+0wo ' n + n 1 n n—>+00 ' n

14



Carmelo Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Volume 3 — Capitolo 9 - Unita 1

\/n +n+l-n . N +Tn+2-3n-5 . N4n*+3-2n

17. a) lim ;sb) lim ;¢) lim

e Int =2 —n nahe 4n* —n-2n-1 e \In* +5n—n
o' +n+l-n >\+n+1\n\ Nn' =2 +n n \/7+n

a) lim = lim —00

e\t =2 -n ”"*‘” /{ 27”/{{ m+n ”"*‘”—2 \/_+n
\9n? +7n+2-3n-5 _ \;\+7n+2\9n\ 30n-25  N4n’—n+2n+1

lim _

e Jan? —p—2n-1 e 4 —n AT —dn—1  Nom +Tn+2+3n+5

b) ;
_ lim —23n'\/4n +2n 2 i 46
T S5n Joi43n 5 6 15

¢) lim \/4n +3 2n M+374/[ Nn*+5n+n _ lim 3 \/n_2+n N n

e In +5n—n ’H+°° >\+5an Van* +3+2n ””“"5’7 4n* +2n
\/n +3n—-8—n N25n* +4n—5n I —n—-1=n

18. ;b) lim ;€) lim

”"*‘”\/211 +11 \/_n e T —3n —Tn+2 38w’ —4n+1-2n
Nn*+3n-8—-n . n +3n-8-n" 2n’ +11+\/_n }/+3n 87%[ V2n® +2n

= lim . =+00;
O il —on P 2 1-20 Jransan o 27 1127 n® +n
25n* +4n —5n \571\+4n>25ﬁ\ \/7n —3n+\/_n—2:

”"*‘”\/ n®—3n-— \/_n+2 ”"*‘”}% 3n77/{+4\/_n 4  \25n* +4n+5n

b) ;
. 4n N7n* +n 4 27 4\/_(+3+4\/7) 124/7 +112
= lim . = . = =
”"*‘”(—3+4\/7)n V2sn® +5n (-3+447) 10 5:(112-9) 515
- It —n_1- a1 ,/ 8n —4n+1 1 2n-38n —dn+1+4n?

o) 8w —4n+1-2n 'H+°°% In+ 187 \/ 0 14 n?

lim " /64n° +2n-38n’ + 4n* _ 1 4+4+4
v —dn S A an? 4 14141

3 3 2 5
19. 2 lim nd +n =~ +2 by lim J2n? +1-2n* +n
=t =S+l =N +2n=3 =\t =0 —nt + 0’

\/n +n— \/n +2 T >\+n\n\ 2 \/n2—5n+1+\/n2+2n—3:

)”_’“"\/n “ontl A tan3 o St —2ne3 wtnam 2 _
n \/_+\/_ 1 2n ’

= lim = lim =

n—+o _In \/_+\/_ n—+m _7 2n- \/_
lim \/211 +1- \/2n +n )?1\+1\2‘n\—n \/n —n +\/n +n’ B

”"*‘”\/n —-n —\/n +n? ”"*‘”}/ 7%( : \/2n +1+\/2n +n
-n \/n_4+\/n_ 1 2n?

= lim . = lim =0

n—>+w_n3 /2n2+ 21’1 n—>+oon 2\/_,,1

b)

Determinare ’eventuale valore del parametro reale k per il quale si ha la validita delle uguaglianze se-
guenti
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k-n*+n-3 1 . Sn*+2n-2 2 .. k-n*+2n-1 5
20, a) lim 5 ———=——3b) lim ~=— """ = Z5e) lim — ==
n>+0 Spt —p? 41 4 o fo.pt+3p—-2 37 "o 3p+kent+1 2

4

a) se k # 0, si ha: hmk ’i
n—>+0 Sn

zg, quindi deve essere k/4 = —1/4 = k= —1;

2

b) se k# 0, si ha: lim o1

%, quindi deve essere 5/k= 2/3 = k=15/2;

n—+o fr. I’l
4
c)se k#0,siha: lim =1,se k=0: lim 2n-1 =—, pertanto non otteniamo mai quanto richiesto
n—>+wk.n n—>+oo 3n+1
3 5 2 _ 3 4 _
21 aylim T Ty fim ST T3 5y K201 2
o 3n 450  +1 47 TnoweSpt—ken’4n 30w 2kn+3n 3
3
a)se k# 0, siha: lim lsc ;1 = —%, quindi deve essere —k/5 = 7/4 = k=-35/4;
n—>+0 n
. .3 3
b) se k# 0, si ha: lim - = _E’ quindi deve essere —3/k =5/3 = k=-9/5;
n—>+00 — . n

4
¢) Si ha: lim 2— = % , indipendentemente dal valore di k, quindi I’uguaglianza ¢ un’identita

n—+o0 3

(2k+1)n?+3 5 (F-1)nP+2 g
22. a)lim-——F———=—:b) lim =—
n—>+0 (3k—2)l’l +1 3 n»+oo(2k2+1).n2+3 4

2k +1)-n’
a)se2k+1#0e3k—2#0,ossiasek ¢ {—1/2;2/3} si ha: lim ( ) nz = 2k+1 , quindi deve essere
n—+0 (3k—2)n 3k-2

24l S k3 =15k-10= Ok =130 k=
3—2 9

(F-1)n* o1
bysek>—1#0e2k+1+0,ossiase k¢ {—1; 1} si ha: hm(2k2 1) e 1,qulndl deve essere
n—>+o0o + +
2_
k2 1 =l:>4k2—4=2k2+1:>2k2=5:>k=i‘/§
2k +1 4 2

(k2+k—1)-n3+n (k2+k—1)-n3+n

23. a)lim =23 b) lim =
)'H+°°(kz—k+1)-n3—n2 )’H+°°( )
k> +k—-1)-n’ 2 k-
a)se X +k—1#20ek’—k+1%0, ossia se k #— 1£45 , si ha: lim( ) _K +k , quindi deve

'H+°°( 2—k+1)-n3 K —k+1
essere 2k* —2k+2=kK+k—1=k -3k+3=0= A=9-12<0, quindi nessun valore reale di k.

1445 . ‘ (k2+k—1)-n3_k2+k_

b)se k= 1,quindideveesserek2+k—l=k2—k+1:>2k=2
+

=k=1

Studiare i seguenti limiti al valore del parametro reale k

(k+1)-n’ +n® . (2k=5)-n*+n-1 _  (Bk+1)-n’+1
24. a)lim —————;b)lim 5 ; ¢) lim 5
e (2k—1)-n* =1~ "o+ (3k—=1)-n’+n e (2k=1)-n* +n+1
. 3 2 3 2
a)se2k—1#0=k=#1/2siha: llm%—0,86k=1/2: limM#:—oo;

16
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(2k—=5)-n*+n-1 _2k-5

b)se2k—5#0e3k —1=#0,ossiasek ¢ {1/3; 52} siha: lim > = ;se k=1/3:
n—+e0 (3k—1)-n +n 3k—-1
2
lim — 3o k=52 tim 2L~
n—>+0 n n>+013p" /2+n
(3k+1)-n*+1  3k+1
c)se3k+1#0e2k—1=+#0,o0ssiasek ¢ {—1/3; 1/2}, si ha: lim 5 e k=-1/3:
e (2k—1)-n* +n+1 2k—1"
2
hmz;—o;sekZI/Z: limwz
n>vo —p” [34+n+1 noto p4]
(k=1)-n*+n . (k 1) n+n’ . (k+2)-n3+k-n2
25. a)lim-——————;b)lim 7 5 ¢) lim >
i (k4+1)-n® 427 oo (k+1)-n’ > (k=3)-n’ +2n
(k- 1)n k-1 :
a)sek—1#0ek+1+#0,o0ssiasek ¢ {—1; 1}, st ha: lim ;sek=1: lim —; =0;sek
v (k+1)-n  k+1 n>i0 2p? 42
. 2
~ 1 gim 2,
. . (=1’
b)yse > —1#0ek+1=0, ossia se k ¢ {—1; 1} si ha: lim = =k+1; se k= 1:
v (k+1)-m° k41
n n
lim =0;sek=-1: lim =-1
n—>+0 27’13 — nz n—>+0 _n2
k+2)n’ 3
c)sek+2#0ek—3#0,0ssiasek ¢ {-2; 3}, si ha: lim( ) n3 :k+2 se k=13: lims—’12:+oo;sek=
n—>+o0 (k_3)n -3 n—+o Qp
. 2
2 tim— 2o
e —5p° +2n°
) (k—2)-n2+2n . (k—l)-n3+k-n2—1 (k+1)-n4+k-n3+n2
26. a)lim ; b) lim > ;) i 3 >
n—>+w(k2_4).n2+3n_1 n—>+0 (k+1)7’l -n na+oo(2k+1) n _(k_l)n +n
k—2)-n*
a)sek—2#0ek’—4=0,ossiase k ¢ {~2;2},si ha: lim (2 )nzz ! ;sek=2: lim 2n :Z;
n—>+w(k _4)n k—|— n—+0 I —1 3
_ 2
se k=-2: limM:—oo

n—>+w0 3n_1

, , . (k=1)-n’  [+0 k<-1vk>1
b)ysek—-1=#0ek+1=0,o0ssiasek ¢ {~1; 1}, si ha: lim —F——= ;se k=1:
e (k+1)-n —0  —l<k<1’
2 . 32
lim nz ! =l;sek=—1: limM:ﬂo
n—>+0 2nc —p 2 n—>+00 -n
(k+1)-n*  [+0 k<—-1vk>-1/2
c)sek+1#0e2k+1+#0,o0ssiasek ¢ {—1;—1/2}, si ha: hm— se k
e (2k+1)-n* -0 ~l<k<-1/2
3 2 4 3
=-1: hmn——’_n—l;sek=—1/2: limn /22n /240’ = +00
novo —pd 4207 41 oo 3p°/24n

Determinare per quali valori del parametro reale a le seguenti uguaglianze risultano vere

(k—1)-n*+1 (3k—4)-n’
27. a)lim ~=a;b)lim ———=qa
i (k+2)-n° —n? v (2k+1)-n’ +1

17
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k—1)-n+1 -
a)sek—1#0ek+2+0,o0ssiasek ¢ {-2; 1}, stha: lim ( )113 2=k 1
v (k4+2)-m’ = k+2

che € un numero reale; se

3
=-2: lim 3n 2+ =+o0;se k= 1: lim —

n—>+o  —p n—>+03pn° —p

> =0. Quindi abbiamo un’uguaglianza per qualsiasi nume-

ro reale, tranne se 1’equazione = a non soluzioni, ossia k — 1 = ak + 2a ha non soluzioni in k. La solu-

2a+1

zione € k = , che € un numero reale se a # 1

—da

(3k—4)-n*  3k-
b)se3k—4+#0e2k+1+0,o0ssiase k ¢ {—1/2;4/3},siha: lim

,dacui3k—4=2ak
nve (2k+1)-n 241 2k+

+ta= k= at4 az—
—-2a 2
. (3k—2)-n2+2n—2 (k2+1)-n2+1
28. a)lim 5 =a3b) lim > =a
=+ (5k+2)-n "—>+°°(k 1) n +3n-4

(3k—2)-n2+2n—2 3k-2

a)se3k—2#0e5k+2+#0,o0ssiasek ¢ {-2/5;2/3},siha: lim > ;dacui 3k—2
i (5k+2)n CSk+2°
2(a+1) 3
=5ak+2a= k=——-—"=a#—
3-5a

k> +1)-n* +1 2
b)sek*+1#0ek—1=#0,ossiase k# 1, si ha: lim ( ) _hH

i (k—1)-n* +3n-4 k-1
+a? —4a—
k=4= a24" Y L 4a—430>a<2-2V2vaz2+242

cdacuik®+1=dadk—a=>

Proprieta dei limiti di successione

Stabilire quali delle seguenti successioni sono monotone
n+l n+l

ne2 W 30+l
Am+1)P-m+)+1>P—n+1=>n*+2n+1-n-1+1>n*—n+1= 2n>0, vera per ogni n
naturale, quindi successione crescente; b) 2 —(n + 12 <2 —n> = > -2n—-1<-n>= 2n-1<0,
vera per ogni n naturale, quindi successione decrescente; ¢) (n+ 1+ (n+ 1) — (n + 12> n* + n — n?
=>m+3n+3n+1+n+1-n*-2n—-1>w*+n-n*= 3n*+n+1>0=A=1-12<0, pertanto
I’espressione ¢ sempre positiva, quindi successione crescente;

1. ayn’—n+1;b)2-n*;c)n*+n-—n*d

d)n+§ < n+; = (n+2)’ Sn’+dn+3= 4 + I +4> 47 + I +3= 4> 3, successione crescente;
n+ n+

n+2 n+1 n+2 n+1

2 < 2 = 2 < 2 =
e)(n+1) +3(n+1)+1 n" +3n+l  n"+5n+5 n"+3n+l suc-

:>>/{+M+n+§>;2\+6n+2<>/{+n2+§>;2\+5n+5n+5:>n2+3n+3>0:>A:9—12<0
cessione decrescente

1
2" 41
2 @¥-mb) 2o ) = Tn+15:¢)
+

_2”
)3 —n-1>3"—n=> 3 -3">3"+1=2-3" > 1, successione crescente;

18
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1 1

— - 1 .
b) 271 <2" = —— <— = n+1> n; successione decrescente
n+l n
c)

2"yl 2" +1

< =23 2 3 <3 13 10\ = 26" +2-2" 43" =3.6" =33 -2" <0 =
341 341

=2"<2.3"+6" :2-(%] +3">0

successione decrescente
Dn+1P-Tn+1)+15>n*-Tn+15=>nm*+2n+1-Tn-7+15>n*~Tn+15= 2n-6>0= n>3,
quindi non monotona, definitivamente crescente.
1 .
e) ”1”2“1 > ”2” = > —n-2"=2" > g —n-2"" = (n+1-2n)-2" <0=>(1-1)-2" <0, in que-
n+l- n—
sto caso la proprieta ¢ vera purché sia n > 1. Osserviamo che per n = 1 e per n = 2 otteniamo

1 2 L .
=-1; = -1, quindi successione non decrescente.

1-2 2-4

n—0
a?‘l

1 1 1 n+l 1 n+2 1 n
so)lim| 1+— | :d)lim| 2 ; hm(1+ j
+lj c)naoc( j )ngg( +n_3j e)"”"c 2n+1

1

ooy 1Y . T S G I o
a)lim||1+——| |14+—— =e;b)lim| | 1+— lime =1;
n—> n+l1 n+l n—> n+1 n—>

n+2
c)lim| 1 j (1+lj=e;d) lim(2+ ! j =1lim 2" = +o0;
n—»0 n n—o n—-3 n—o

Usando, laddove necessario, il limite notevole hm(l + —j =e, calcolare i limiti

n—o n—»w

1 n
3. a)lim 1+m sb)lim| 1+

e) lim
n—ee 2n + 1

n+l1 n 2n n
2 : 1 . 1 e
4. a)hm( lj b)hm( —j ;c)hm(1+—j ;d)hm(l+—2j ;e)lim(1+lJ2 !
n—>x0 n n—0 n n—®© n n—00 n n—oo n
- Ry 2 2
. R R B 1Y , 1Y’ ,
a)lim| | 1— =lime” =e =—;b)lim|| 1+—— =e";c)lim|| 1+— =e’;
n—m -n n—m e n—w n/2 n—>0 n

_ 1
) | ) 1Y )
d)lim| | 1+— =lime” =1;e)lim|| 1 +— =lime?" =1
n—0 n n—oo n—0 n n—oo

1\ 3n+1Y 1Yy 2 Y
. a)lim| I+ ;b)lim| 1- ¢) lim 1+ lim| 1+——

_5n(3n+)
I-4n | 1—4n
2n-1 3n+l

1 2n+l 2541 2n 1 15n
a)lim|| 1+ =lime?" =e;b)lim|| 1+ =lime™" =0;
2n+1

n—o n—>o0 n—>0 1— 4]/1 n—»0
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n

¢) lim (1 + lj
n—>00 n

. 3Y)" 3
6. a)hm(l—émj 3b)1im[1+ 2 j

=lime" =400 ; d)lim| | 1+

n—0

1
n—1
2

n—>x0

-1
;€) 1im[l—

2n

n-1 |-
2
2n
_1' n _ 2
=limme" =¢

n—0

V2n
5 n-1 . \/E
;d) lim | 1+
n2+1j ) ( 2}

noe o Sn+1 n—w n—>o
_ 15
—4n | 4
3 a2
Sntl Isp+1
15 —
. 1 - 2
a)lim| | 1+— =e *;b) . 1 TR
n—o 4n lim|| 1+ = lim eSn = es
- n—ow 5n+1 n—0
-3 )
- V2n2
75(’1271) n-2 n—2
s N P
. 2n
c) 1 d)lim || 1+ ! =lime” =¢°
lim| [ 1+— =lime © =Y B0 1T ) Tl e
n— n +1 H—>00
= J2

n+n
Sn+l

n—0 2

n-+

-1 ) n*-n
;b) lim(1+ 3n ‘32] :¢)

1-n°

_ hme _M‘(” +n+1)

n—>0

2 nzfn R
=1im[1+3”2j =lim(1+3)"”"
n

2

llm[l— 5:1+1)3n+2 ;d) hm(z_,’_ \/gl’l ]

n—om n4+n n—om n2 +5

n4

=lime™ =0>

n—®

=+00;
n—o n—w
_5n+l' n?
n+n 3n+2
_i .d) lim(z)n] T
—1i It 10 =
=lime > =1 n—®

n—oo

=7 e

n—o

n 2 4n+3 n+3 J5n
8. a)lim(nJr‘;’] ;b)lim(mj ;c)lim(4+3n) ;d)lim[ﬁanr\/gJ
J’_

20
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(=4n+1)-(4n+3)
Sn+3n’ -2 S5n+3n’-2

—4n+1
by, (3 +n-1)"  (sn+3n’ -2 —4n+1 ) 1 del s
lim| ——— =1lim

5 5 + 5 =lim|| 1+ ———— =lime 3" =e 3
oo\ Sp+3p° =2 oo\ Sp+3n° =2 Sn+3n -2 n—® M n—®
—4n+1
11<(n+3)
3n=7 | 347
11
n+3 1ln 11
) 3n-7 11 . 1 .o =
S lim| 22—~ 4 =lim|| 1+ =lime3 =e3 >
noe\ 3pn—T7 3p-7 n—» 3n-7 now
11
_ _sn{-n+3)
n++2n (n+x/§nz)
—n+3
5n _J5 5
2 n N2
D im ”+*/§”2+ _’”*/52 ~ tim| | 14— —lime ™" =¢ 2
n=ol n+ \/En n+ \/En n—0 n+ \/En n—e0
—n+3

P 4n+3 2 Sn+l ] 2n2 +n _3 Sntl
9. @)im|[ | b jm| 222 | so)lim| T
n—m 5_7’!2 n—m 2n+n2 n—® 2n+2n

4 P 1 3n-1 n3_1 3n+l
n — .

d)lim| ——— ) lim| —
)ng(4n2—5n+2j ’e)"ﬁw[n3+n2—lj

2 \4n3 o ) 5 \SmHl
a) lim [3”2] =1im(-3)"" =2, il limite non esiste; b)lim [2”2) =1im(2)"" =

=400,
n—o| —p n—o n—>0 n n—o0
(—n—3)‘(5n+l)
2n+2n*
Sn+l _5n2

_(2n*+2n  —n-3 . 1 L2 2
¢) lim -+ > =lim| 1+ — =lime?" =e ?;

oo\ 2n+2n°  2n+2n n—w 2n+2n n—w

(57173)(37171)
4n*-5n+2 4n®—5n+2

5n-3
2 _ 3n-1 15n° 15
d) lim(‘m 5n+2 513 j _ 1

5 +—; =lime*” =e*>
4dn" —5n+2 4n°-5n+2

n—»0

o 4n’ —5n+2 n—
5n-3
_ _—nz-(3n+1)
nn® -1 nan-1
n+n’ -1 —n’ e 1 _ =
e) lim + =lim|| 1+ ——— =lime” =e
"—m[n3+n2—1 n3+n2—1j n—o n+n’ -1 n—>o
s n2+3 ntvn ntl 3
(241 (a=~fn N (nl=n+3 2" +n-1
10. a)lim| ———— sb) lim ;¢) lim ;d) lim
e\ n” =3n+1 = naan e Jn—2-/n e 2" —n+3
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_ n’+5n  n+3

[ n*=3n+1 n2—3n+l'n2—l
n+3 n*+5n ,
. (n*=3n+1  n’+5n ) 1 .
a)lim| — +— =lim||1+——— =lime" =e =1;
oo\ p®—3n+1 n"—-3n+1 n—® n- —-3n+1 n—>
n* +5n
B i N i
neln n—/n
nidn 2n
X + _2 n—In . ) —2n
b) lim " \/;+ n =lim||l+—F =lime " =¢€’'=1;
n—eo n+x/; n+\/; n—o n+\/; n—o
2n

(/{+l/—3 n=2+n ] (\/_2+\/_ Jl hm(x/;ﬂ/;]nﬂ_[lw].
'Hw R-2> n+l+/n+3 'Hw n+l++n+3 NN ’

Jn+1++/n+3 \/n 2+Vn—n+1- \/F’Hl
Jiilidnis  Anilidnes

lim

n—»o

N e = ;
2Jn 2n ()
Vn-244n—nt1-n+3
=lim|| 1+ =
n—0 2\/;
Jn=2+n=In+1-Jn+3
B {mW R/EE M}.(,,ﬂ) V nin }(m)
lime n+l+/n+3 _ hme Vi len+3 nt1+n+3 =i \/;+\/— — eO =1
~ 2424,
2"-n+3 [ 2"-p43
2"+2n-4
3" on
. [(2"—-n+3 2"+2n-4 . 1 >
d) lim| — +— =lim| | 1+—— =lime? =+
oo\ 2" —n+3 2" -n+3 n—>0 2"—n+3 n—o
2"+2n—-4

11. Calcolare lim (1 +Lj , al variare dei parametriin R.

n—>+% b-n
Deve ovviamente essere b # 0 se no il limite non ha significato. Se a = 0 avremo: lim (l)c'" =1;Sea#0ec
n—>+o00
_ e
L
a
0 1 a
. a . —
=0, avremo: lim|1+— | =1;Sea -¢c#0,avremo: lim || 1+— =e?t
n—>+00 b-n n—>+00 b
“on
a

Le Serie numeriche
Determinare le seguenti somme

o 050 5l 3 w5 43l 3 w30

& 4)" . . o . .
a) — | =400, serie geometrica di ragione maggiore di 1; b) ( J —=4;
;( 3 Z 1-3 / 4 1/4

22
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1-(-3/4) 7/4 7" &

a(s5) 1 1 YA 1 1 3
| = =—=6; _Z| = _ 2.
e); 6} 1-5/6 1/6 ﬂkZ;( 3) 1-(-2/3) 5/3 5

i(gjk_ 1,24 8 1 27+18+12+8

3

T1-2/3 0 3 9 27 1/3 27

+00 k +00 k
a) —lj :Z(—lj SN S —1:3—1=—i;
=\l 9 oL 9 l—(—1/9) 10/9 10 10
+00 k 2 k —
. 3 oL 3 1—(—1/3) 39 4/3 9 4 9 36

2 1) ¢ | I 1 4-1 43 1.
SN B N (U S O A
92 4j ;( 4j I-(-1/4) 4 5/4 4 5 4 20

40 k o0 k 1 k —
=\ 3 o\ 9 o\ 9 1—(—1/9) 9 10/9 9 10 9 90

65 _

oo 3 k 1 1 4 +o0 4 k
C)Z ——j = = =— d)Z(——j =? serie geometrica di ragione minore di

16

27 27

625

f)Z(j jo(gjk: 1 1-(5/8) 1 1-625/4096 _625/4696

1-5/8 1-5/8  3/8 3/8 3/8

1 1 9
g);(_§) _1_1—(—8/9)_1_17/9 =971 ),;3(") =

1536

1 af 1 &l 1Y &s) & 8Y
) w2l5] i) i) wE(3] w5 w

Usando le serie geometriche costruire la frazione generatrice dei seguenti numeri periodici

3. 2)5,6789;b)5,6789; ¢)5,6789; d)0,0333 ; €)0,0333; 1) 0,0333

a)<, 67 & Q 5. 67 89 K1 567 89 1 567 89 /1/@6 567-99+89 _ 56222 28111
100 10* 106 N 100 10" &10* 100 10* 1-1/100 100 1()/ 99 9900 9900 4950
b) 5. 6 789 789+ _5+£+&_2 1 & 789 1 & 789 J,Qﬂﬁ 56-999+789 _ 56733 _ 189111 .
10 104 100 7 10 10* =10* 10 104 1-1/1000 10 10/ 999 9990 9990 3330
c) 6789 6789 6789 & 1 6789 1 6789 ,1/04( 5-9999+6789 _ 56784 18928
Sttt =5+ Z Tt T .
10 10 10" =10 10" 1-1/10 /1,0‘( 9999 9999 9999 3333

3,3, 3 3 &1 _3 1 ZNL

fo=— ) —=—— >
100100 10° 7107 &10 10 1-1/10 10X PAED
¢) Ha ovviamente lo stesso risultato di d); f) Come d) ed ¢)

+00

1
Utilizzando la serie di Mengoli zﬁ =1, calcolare le seguenti somme
n=1 n-(n +

4 a)ZZn (n+1)’b)28n (n+1)’°) Z7n (n+1) ’d)z4n (n+1) ’e)ZISn (n+1) 3D an (n+1)

3

a)é-{i LN }zé,{l_l_l_i_ } 4 60-30-10-5-

“n-(n+l) Sn-(n+)| 2 2 6 12 20| 2 507

23
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8n

g{ 1 }_E.{l_l_l_i} 512-6-2-1_5
8 (n+l) nln(n+l) s 276 128 12 32
4
?71%

i 1 4{1_1_1_1_1_1_1}_,4'420—210—70—35—21—14—10 4.
n(n+1) “n-(n+l)| 7 2 6 12 20 30 42| 7 420" 49’
a -1 Z 1 Lol :_z‘{l_l_l_i_1}_,8’_60—30—10—5—323_
4= n-(nrl) Sn-(n+l) 4 2 6 12 20| 2 507 10°
N 2 1 1] £ 6-3-1
e) §|:z _z :|=§.[1____:l=g_.6 33 =i,
15 |5 n-(n+l) “Sn-(n+l)| 15 2 6] 15 )g 45
2 |& 1 | 2 11 1 1 60-30-10-5-3 2
L D R e M L e
n=1 n=l1
Determinare le seguenti somme
5. a) ZSin” (x) :b) ZCOS” (x) ;) Z(—l)” sin d) z -cos”
n=0 n=0 n=0
& 1 & 1 1 & . 1
n' (x)= ;b "(x)= = ; —si. = = ;
a);sm (x) x) );cos (x) l—cos(x) 2-sin2(xj c);[ sm(x)] l—(—sin(x)) l+sin(x)
d) i(—l)n cos” (x) = ! = !
pry 1+c0s( ) 2-cos2( j
Determinare le seguenti somme
442 34 (-1)" 2" 43" &(-2) A L L L
6' ); 4n+1 9 ; 27n ;C ; Sn d); n 9e); 4n 9 ; 8n
)4+J_ 142 1 42 A 4+J_
4 4 1-1/4 A3 3
23+(-D)" 3&1 1 1Y .3 1 1 1 7 177 7_21
b == | == _———
)nZ; 2.7 27” 22(;( 7) 21-1/7 2 141/7 2 g* 28 4 16 16’
= (2 3 1 1 5 5 25
03323 EEmE e
= 2Y 1 3 12 &(5) &(1Y
d)4- Zl =4 =4.2="=; D= =
) ZO( 3 1+2/3 5 s’e);(4j zo(zj I
=1 &1y 1 1 4 2
J— — J— = — :2——:—
ﬂ;(zJ ;(J 1-1/2 1-1/4 3 3
k a’;”(m j ")Zm(—”j c)zcos(_”jd)’;n 92T
a)Zl (”“ lj S (1——)—1—ln(2)+ln(3)—:b)Zsin(%nj:1+O—1+0+1+O—1+0+...,quindi
n=1 n=1

1ndeterm1nata,

400 T
c) z cos (E ”j , come la precedente;

n=1

24
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3 n+3-n _ p¥3 X1 1

n-(n+3)_n-(n+3)_ - (5F3) W-(n+3) n i3

£ 11 1 1 1
V=2 (n+3) - / /Xg\/x e R
Z .

—————=Iim ( et +—)=—
n=1n-(n+3) kx| 6 k—2 k-1 k 6
5 n+5-n 5 N 1 1 & 5

n-(n+5)_n-(n+5)_ -M_X-(nJrS):n n+5:,,z=;‘n-(n+5)=

o) ~ 111 1137 1 1
1- —~ +———+ ——+ =l — = —— .+ —
4 5 k-4 k60 k-4 k

, (137 1] 137
Z ctim| B Lo L
o n-(n+5) k= 60 k-4 k) 60

N | —
U | —

8. a)z(n+2) (n+3) ’b)z(n+5) (n+6) ’c)zn (n+8) ’d)z(n+7) (n+8)
)Z n+3-n-2 _*w[ 1 /+ 1
“(n+2)-(n+3) = n+2 n+3 4 5 737

BRSNS
n+6-n->5 < 1 1
TR Gk A
T (n+5)- (n+6) mLn+5 n+6] 6 8 6
)Z’HS n—Z[—— }: /i/+l— P +...:1+1+1+l+l+...+l:7—61;
'n-(n+8) ‘=|ln n+8 9 2/10 3/11 4/12 2 3 45 8 280
d)z.ZM:Z L1, l}{_ Lo ]=p ]
n_l(n+7)-(n+8) ‘=lLn+7 n+8 8 10 8

1 & 2n-3-2n-1 1 &[ 1 1 1
a)_—_—. __. _ - _.
3 ;(211—3)-(2114-1) 4 ,,Z_;[znﬂ 2n—3} 4

I & 3n+2-3n+1 1 &[ 1 1] 11 1 1
b)~ = - =—| 2 25 2 ¢+ =
3 ;(3;1 1)-(3n+2) 3 ;[3;1—1 3n+2} 3(2 5 }{ N j 6

I & dn+3—dn+l 1
2y Z(4n D)-(4n+3) 4

1 i 6n+5-6n+1 l
(6n 1) (6n+5) 6 “=

T N .
5 A1 7 23 j30

10. Consideriamo una successione di cerchi i cui raggi sono gli elementi della successione

1 1 1
{ ) E Z Y } . Determinare la somma delle aree degli infiniti cerchi.

+0 2 +00 n
Dobbiamo calcolare Z T (Zl—nj =7 Z(lj =7 b = %ﬂ'

s o\ 4 1-1/4

I 1 1 1 1 1 |
11, 1-———+--———+————_..
2 4 8 16 32 64 128

25
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(oo (ke S HELT 51 |-

+00 1 n 1 1 8
z( j ;(2) 1-1/8 1-1/2 7

— 1

Z 1
nzln-(n+1) n+2 b)nln n+1 n+2)-(n+3)

< < n+2-n-1 < 1 1 - 1 n+2-n
)Zl n+l (n+2)_;n (n+1) (n+2) ;{n n+1 n- n+2} Z{ n+1 2.n-(n+2) B
a

+00 1 +00 1

_;n(n+ 2 zl{n n+2

sEsal AT |

1 li": n+3-n-1
nzln-(n+1)-(n+2)-(n+3) p

I—I

N |~
NG

[n-(n+1)-(n+2) n-(n+1) (n+3)} 4 E.nzln'(”+1)'(”+3):

SN | p— ! :1_1.(1 11) t17.9=7 2_1
4 25| n(n+)n-(n+3)| 4 2 18) 4 218 36 36 18

Abbiamo usato risultati di alcuni esercizi precedenti.

M§

b)

Determinare il minimo valore di k per cui si ha la validita delle seguenti disuguaglianze

=(5 1 =(2Y 1
13. ”Z(Ej 256° b)z(lzj 32_0”);(3) “128
5\ ks 1 1-(5/13)  (5/13)° 1
53503 -

o\ 13 1-5/13  1-5/13 8/13 256

i 5
= ij <%£:> k-ln(ijdn(ij:k >ln(Lj/ln(iJ ~6,3=>k2>7
13 2/% 13 13 416 416 13

5 7]" “(7)”_ 1 1—(7/12)"_(7/12)"< N
py 12/ a2 C1-7/12 1-7/12 5/12 320 '
k 2
= lj <L64£:>k-ln(lj<ln( ! j:k ln( J/Zn(7j 12,3=k>13
12)  326% 12 1 768 768) (12

k(DY 1-(2/5)  (2/5)
j_zgj: 1 /5):(/5)<1:
~\5 1-2/5 1-2/5 3/5 128

<L-§:> k-ln(zj<ln(ij:>k>ln(ij/ln(gjz4,7:> k>5
128 3 5 384 384 5

a(7Y 1 (10
14. a)nk(§j <E;b);(ﬁj 356° )Z(j 512
"_k—l(zj”: 1 1=(7/9) (1/9) R

1-7/9 1-7/9 2/9 426

k
j < 1213-z:>k-ln(zj<ln( ! j:>k>ln( !
% 9 9 1917 1917

26
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" __ 1 1=(o13) (1013 1
25

b).; j 1-10/13  1-10/13  3/13 356

= EJ <Li k-In (IOJ ln( 3 J:k>ln( 3 J/ln(loj 27,9=k>28
13) 356 13 13 4628 4628 13
4)" =] (4) 1-(4/9)  (4/9)° 1
~\9) 1- 4/9 1-4/9 5/9 512

9

k
4 <L-§:>k-ln(ij<ln( > J:>k>ln( > j/ln(ijz8,4:>k29
9 512 9 9 4608 4608 9

DM

b) n=0

15. In figura ciascun triangolo ¢ equilatero e ha i vertici nei punti medi del triangolo in cui ¢ inscrit-
to. Se il lato del triangolo maggiore ¢ 1, e continuiamo questo processo all’infinito, determinare

la somma dei perimetri degli infiniti triangoli cosi ottenuti.
La stessa figura ci suggerisce che ogni triangolo ha lato, e quindi perimetro, meta di quello in cui ¢ inscritto,

pertanto dobbiamo calcolare 3 +— 3 +— 3 +.. +—+ =3. z = # =
2 4 1—1/2

16. Con riferimento al precedente problema determinare la misura del lato del triangolo maggiore
se la somma ¢ rispettivamente a) 24; b) 100; ¢) V17,

+00

Detta ¢ la misura del lato, la somma dei perimetri ¢ 3/- Z(—J =6/, quindi avremo:
n=0

2) 6/ =24=(=4; a)6€—100:>£_— a) 60 =17 = \/6_

17. Data una serie geometrica di ragione r, consideriamo la serie ottenuta innalzando a una potenza
intera m, possiamo dire che quest'ultima serie ¢ anch'essa geometrica? Se la risposta ¢ afferma-
tiva, qual ¢ la ragione?

Si, 7", infatti innalziamo ogni termine generico " alla potenza m, ottenendo (#")" = (+")".

18. Una serie geometrica di ragione r, priva dei primi 4 elementi, # > 0, con * < 1, ha somma 2, la
serie i cui termini sono i cubi di quelli della precedente ha somma 24. Determinare il primo ter-
mine della serie di partenza.

+00 _ h
Dato che 0 < r < 1, si ha: Zr”:1:> L ~ " _2  Adesso consideriamo
1-r 1-r 1-r
+00 n r3h
Z(r3) =1:>1 - =24, abbiamo quindi il sistema:
n=h —-r

h_n_
{:3 =2 =(2-2r) =24-24r" = 8-(1-r) =24-(1—r3):>(1—r)/’/2 =3 (1A (44 1) =

" =24-2473
-2
~5+/25-16 —5+3

=1-2r+r =3r+3r+3=2r+5r+2=0=r= 2 = 2 = 1
2
. . (-1/2)" ’ o
Ovviamente ¢ accettabile solo —1/2. Pertanto: o172 =2= (—1 / 2) =3, che ¢ appunto il termine cercato.
+



Carmelo Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Volume 3 — Capitolo 9 - Unita 1

19. E possibile che si abbia <1? Giustificare la risposta.
n=0

La risposta ¢ negativa. Infatti Zq” =—,.,lg|<]l,quindise 0 <g<1=-1<—¢<0=0<1-g<1

n=0

:%>1.Seinvece—l<q<0:>0<—q<1:>1<1—q<2:>%<%<1
—q —q

Serie a termini di segno costante

Frale seguenti serie stabilire quali certamente divergono (nelle risposte NP = Non puo dirsi)

n+n—-1 n
LoaX i Y e o @ i (s

nln n=1

Dobbiamo calcolare lima,, se ¢ diverso da zero la serie non converge, diversamente nulla puo dirsi,a)

n—»0

3 3 n n
. +n-1 S n +n—1 &
hmn3 n =120> ”3 n =400 ; b) lim 1+l =e¢0:>z 1+l — 0]
noop” —p+1 ‘on —n+l n—» n o n
2n+1 = 2n+1 . d . .2 . 2
¢) lim =0=> ) S5—=1; ) lim sin (n)z?:>2sm (n)=

e n - n=1 - n=1

= sin’ (n on+ (1) . 3 71
2. a); ( );b) %;C)Ze d)z n +l nzz:ln(nz)

n n=2 N — n=1 n=1 +7’l+1
sin® (n) =, sin’ (n) n -I—(—l)n x p’ +(—1)" e" = ot
a) lim =0=) =2; D) lim—————=0= ) —————=7; c)hrn——+oo:z_:+oo;
n—o n ~ n n—ow n4_(1) ~ n4_(1) n—>» p “~ n

d.fn+1 n+1_;e. 1: *”1:
)11330 n’+n+l z n’+n+l +OO )’l’ggln(nz) Ozgln(fiz) ?

Mediante il criterio del confronto determinare il carattere delle seguenti serie (nelle risposte S significa
convergente)

| .
nowY 3{2 I d)Zzz oY

n=1 N n=1 N * I’l+ +1 n=1 n-+n ,,ll’l

2n+1

4. az - +Z il’ i +2”’c)i3”+1’d)iﬁ(”)

)23: iznjl 23’;42232225;13)2;4:2”~:I%:l;c)g3”n+l~g3i”:%;
Zlog nZ%:

] a)i”‘"() 0T o Sy

9B (1) 25 ) soB T s 0BG B0 S B e

Mediante il criterio del rapporto determinare il carattere delle seguenti serie
28
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n- 42n1 0 2”
6. a)Z ,,,b)Z ,,c)Z .,d)Z m,e)Z
2}1
. (n+1)n+1 . 2n" .2 ( n j" = 2"+2
1 =1 =1 . =0-e=0<1 ;
a)nl—l;lala /yzﬁ/ nl—l;I@'l:(n_I_l)nH n1—1>l;l>n+1 n+l € < j; 7’l ’
nl’l
( +1)2n+\x
1 / 2n+l1 2n © 2n
b)limleim(nJri) :lim(n—ﬂj (n+1) =& -lim(n+1)=+0= > 21— = 4a0;
n—»o0 L n—»o0 n n—> n n—> p n!
A
(n+1)-47
(22 16-(n+1) 2 p. 42!
1 =1 =0<1== =5
R G L P E YT} N EP) R ;(211)!
(2n)!
T/
n+\Xl n+l
_(n+))" n 1 2 n!
Dlim=——=lm| 7] =.<1=2 m=S
nn+1
2 «l 'I’ll
n+l1 n
¢)lim (n+2) _ lim 2n (n+lj :£<l 2 -(n—l)'=
n~>00>”\_ | nsop4+2 \n+2 e n=1 (I’l+l)n
(n+l)n
St o) enme(-l)ans(l)
7 a);(znﬂ),,b); y 9L AL
(n+1)n+3
a)lim(2n+3)!:im(n+1f+2- ntl 0= 0<1:>Z s,
I A (2n+2)-(2n+3) (2n+1)
(2n+1)!
2+(-1)" 1
b)lim3—:limﬂ:?, non si pud applicare il criterio, ma si

29
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1
n+1+(-1)"

n+l n
Diim— DL el () ST yh )

S (1) (e 2) (1) = (n+1)!

k se n=1
1.  Data la successione a, = 1 o1 verificare che essa ¢ formata dalla generazione ci-
- se n
a,  +1
clica di 4 termini.
1 1 k+1 1 \ . .
a =k,a,=——,a, =— =— ,a, =—————— =k, a questo punto ¢ ovvio che si ripeteranno
k+1 1 k k+1
-——+l1 -——+1
k+1 k
k+1
——— se n=3h
k

all’infinito gli stessi valori, quindi avremo: a, =
k se n=3h+1

—L se n=3h+2
k+1

+00 +00
2. Provare che se z a,| converge anche zan converge.
n=1 n=1

Per ipotesi si ha: lim(|al|+|a2|+...+|an|):£:>€—5<‘(|a1|+|a2|+...+|an|)‘<£+g,vg>O,Vn>h, cio¢ la

n—>0
successione dei resti parziali della serie in valore assoluto ¢ limitata, ma noi sappiamo che si ha: a1 + a2 + ...
+ an| < |ai| + |az| + ... + |an| = |(Ja1]| + |a2| + ... + |an])| quindi anche questa successione ¢ limitata, quindi con-
vergente.

+00 +00
2
3. Provare che se zanaan 20,VneN converge anche zan converge.
n=1

n=l1
Si ha: lima, =0=> -¢< |an| <&,Ve>0,Yn>h, quindi si ha definitivamente 0 < a, <1 = a, > af, quindi

n—»0

+00
se Z a, =S, ogni sua minorante converge, ossia la tesi.

n=1

N
4. Sommare z 10"
n=1

10 L10*> 10° 10° 10° 10° 10* 10* 10* 10*) 7 \10 10* 10° 10*
1 1 1 1 1 1 1 1 1

H—mt—mt—Ft+. |ttt |t =ttt —+—+.. |+

10> 10° 10 10° 10 10 10 10> 10

1 1 1 1 1 1 1 1

t—ll+t—t—F+t—=+. ||+t +—+.. |+..=

10 10 10> 10 10 10 10> 10

1 1 1 1 1 1 1 1 1 10 10
=l —t—Ft+t—=+. |+ttt |= -1 =——=—
10 10 10 10 10° 10 1-1/10 1-1/10 9 9 81

30

. Suggerimento associare in modo opportuno gli addendi della serie.
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1

> Sommare;n(n+1).(n+z)-...-(n+k-1)-
Si ha:
1 n+k—-1-n _ 1 1 B :Iz
(n+1 n+2 n+k l) (n+1)-(n+2)-...-(n+k—l) k-1 n-(n+l)-...-(n+k—2) (n+1)-(n+2)-...-(n+k—l)
1 1 1 ~
{ n+1 n+k 3) (n+1)-(n+2) (n+k 2)_(n+l)-(n+2)-...-(n+k—2)+(n+2)~...-(n+k—l):|_
2 1 ~
{ ntl)(ntk=3) (n+1)-(n+2)-.-(n+k-2) (n+2)-...-(n+k—l)}_
_ 1 3 3 1 )
( { n+1 n+k 4 n+1 n+2 (n+k 3) (n+2)-...-(n+k—2)_(n+3)-...-(n+k—1)}_
1 1
{[9} \N\( n 1] (k=1)! k-1
Z |
6. Sommare (k n— 1) (k~n+k—1)‘
LS dntholoknel 1§ 1] 11T DN
kS (k-n=1)-(k-ntk=1) kS| (k-n-1) (k-n+k=1)| k \k-1_26=1 k=1 ") k(k-1)
7. Sommare ML,IC>O
mn-(n+k)

Z%-ZB—”H [% 2 k\x 3 k\l % j

k

U :Z—
23 Tk =

8. Lanciamo un dado regolare a forma di cubo per n volte, con quale probabilita la prima volta che
otteniamo 6 ¢ in un lancio multiplo di 3? Suggerimento: si ottiene una serie geometrica infinita.

Lo lanciamo 3 volte e deve uscire la terza volta, quindi le prime due volte no, con probabilita (5/6) e la ter-

za volta si con probabilita 1/6, quindi in totale probabilita 25/6°; Per n = 6, o la terza vola o la 6 con probabi-

lita 5°/6°, cosi in generale la probabilita ¢ data dalla somma
5 5 5 57 25 &5\ 25 1 25 2/1/ 25
e TR ==
6 6 6 6 216 6 216 1_(5/6) /2/1/ 91

9. La successione di Fibonacci ¢ definita dalla legge: Fn+1)=Fn)+ F(n—1) per n >3, con F(1) =

1+45) [1-45)
2 ) | 2

F(2) =1. Provare che si ha: F(n)= (

NG
Abbiamo:
[1+\/§]n_[1—\/§J" [1+\/§]n1_[1—x/§]n1 [1+\/§]n1_[1+\/§+1]_[1—ﬁ}1l_[l—x/§+1]
2 2 2 2 2 2 2 2 B
J5 ’ 55 ) J5 -
14457 3445 (1=5)" 3=v5 (1445 (1445) (1=v53)" (1=+5) (1+5)" (1=5)"
| R e el e I e e e R e L 0 B
- J5 - V5 - NG

31



Carmelo Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Volume 3 — Capitolo 9 - Unita 1

Abbiamo quindi provato che la nostra successione verifica la regola generale della successione di Fi-
bonacci, quindi ¢ questa.

Temi assegnati agli esami di stato

1.  (Istituto magistrale PNI 1994/95) Su una semiretta di origine 4o ¢ dato il segmento 4041 di lun-
ghezza 2. Si considerino i segmenti adiacenti 4142, 4243, ..., An-14, tali che il rapporto tra ogni
segmento e il precedente sia k. Il candidato: a) dimostri che le aree dei cerchi aventi per diame-
tro i suddetti segmenti sono i termini di una progressione geometrica e calcoli I’area S, della
parte di piano delimitata dalla successione delle prime n circonferenze; b) determini il limite di
Sn al tendere di n all’infinito quando &£ = 1/2; ¢) determini, in generale, il limite di S, al tendere
di n all’infinito, distinguendo i casi: 1) k<1 2)k=>1.

a) Si ha: A A =2;4A4, =2k; A, A, =2k*;...; A, A, =2k"", quindi 1’area del cerchio di diametro 4, 14, ¢

) . oy
V4 B =7x-k""", quella dell’area del cerchio di diametro A,4,+1 € 7 - =7k’ e il loro rappor-
-k’
to costante e del cerchio di diametro  A4p 14, ¢ pavET=2 =k*. Si ha:
72'.
n _ I.2n+2-2 _71.2n 1_ 1/2 2n
e et = TN e S )
ol 1-k 1-k 1= 1_(1/2) 1-1/4 3
L 1 I k21 -(kz”’2 + i +...+1)
limrz- =7 ~5C)2 limz-—; =limr- =400
n—» 1-k 1-k n—o ki =1 n—> 2_1

2.  (Liceo scientifico PNI 1994/95) In un piano riferito a un sistema di assi cartesiani ortogonali Oxy
¢ dato il punto Ao = (1; 0). Si costruisca il triangolo rettangolo OA4.4:1 avente il vertice 41 sull'asse

delle ordinate e sia o I'angolo O4,4, . Si conduca per A1 la perpendicolare alla retta Ao4: che in-

contra I'asse delle ascisse in 42; si conduca per A: la perpendicolare alla retta 4142 che incontra

I'asse delle ordinate in 43 e cosi via, ottenendo una spezzata 40414243 ... An - 1A4x i cui vertici di

indice dispari appartengono all'asse delle ordinate e quelli di indice pari all'asse delle ascisse. Il

candidato: a) dimostri che le lunghezze dei lati della spezzata sono in progressione geometrica e

calcoli la lunghezza ¢/ della spezzata; b) determini il limite di ¢, al tendere di » all'infinito, di-

T

4

a) Consideriamo la figura seguente in cui abbiamo costruito fino al punto 4s, cominciamo a calcolare
04, 1 tan(a)  sin(a)

Ao = coS(Ot) ) CoS(Ol) P Ak A 'Wl(a) )

T
stinguendo i casi: 1) & <7 2) & 2

o5 (a) g (a); osserviamo  che si ha:

A4,  sin(a) .sin(a) _sin’ ()

OAA =a , quindi 4,4 = = =
24 = auindt %% cot(a) cosz(a) cos(a) c0s3(a)

, quindi abbiamo effettivamente

sin(a)

una progressione geometrica di ragione =tan(a). Percio:

COS(CZ)
1 .
COS((I)

n-l 1 1-tan" (a) 1-tan" ()
tan\a )= =
; (@)

- cos(a). 1-tan(a) - cos(a)—sin(a)

l, =
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A
s

bl) (a<£j fim— (@) :
4 ) n>=cos(a)—sin(a) B cos(a)-sin(a)’
_ n n—1 n-2
b2) (azfj i 1 1—tan (a):hmtan (a)+tan (05)+...+1:+OO
1 cos(a) l—tan(a) % cos(a)

n

3
3.  (Liceo scientifico PNI 2001/2002) Calcolare lim —
n—>+0 n!

4.  (Liceo scientifico 2006/2007) Si denoti con S, I’area del poligono regolare di » lati inscritto in un

2
cerchio C. a) Si dimostri che S = %rzsen (—ﬂj e si trovi un’analoga espressione per I’area del
n

poligono regolare di n lati circoscritto a C. b) Si calcoli il limite di S, per n — oo.

ARV
\ )

N— 7

a) In figura consideriamo un ottagono regolare, , la sua area ¢ 8 volte quella del
. . . . 2r & . . .. . . L
triangolo isoscele segnato, in cui o = < = R la cui altezza relativa alla base ¢ il raggio del cerchio. Quindi

0o 2-[r-tan(a/2)}r
- 2

I’area del triangolo misura: =7’ -tan(a/ 2). In generale per un poligono di » lati:

) ) Sil’l(ﬂj
a =" quindi Sn:n-rz-tan(zj;b) lim n-rz-zan(f] = lim| —2 A g2
n n n— n n— cos(ﬂ'/n) w/n

Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali

1. (AHSME 1952) Sapendo che Y a, = > (a-p""')=6,a4,+a, = %, determinare a1.
n=l1

n=1
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9 9:> 6 =a=3v9
a+ap=5 a+ta- p =§ a’—12a+27=0

6—a
6 p=
—-a

. qa =
2. (AHSME 1964) Data la successione ¢, 10 > 10 )

5+3-\/§_(1+\/§J" +5—3-\/§_(1—\/§

n
J dimostrare

chesiha:a,=a,+1—an-1.

5+3-45 _(1+6J"“+5—3-\B _(1—@}"”_5%-\6 _(1+£]“_5—3-\B{1—£J“ _

10 2 10 2 10 2 10 2

54345 1+J§".{1+\/§ 2 }5—3-\/3(1—\/5]"{1—\/5_ 2 }_

10 2 2 145 10 2 2 1-5|

54345 (1445 "_1+5+2\/§—4+5—3-\/§.[1—\/§]"_1+5—2J§—4:
2 2-(1-+5)

10 2 2.(1+J§) 10

5435 (1045) 2657 5-345 (145 ) a2
o U2 ) g 0 U2 ) g

3.  (AHSME 1970) Una serie geometrica di ragione r ha somma 15, la serie i cui termini sono i qua-
drati di quelli della precedente, ha somma 45. Determinare il primo termine della serie di par-

Abbiamo

tenza.
3 3 li—ls 2 =15
a-dr=15a " =451 I=r =
n=0 n=0 a _45 _a .—a —45
-2 1-r 1+r
a 1+r
_ _ l+r=5-5r =—
- 1-r 1-r { s r 3=
a g |la gy la=3+3 TG
1+7 1+7

4. (AHSME 1975) Consideriamo ’insieme 4 = {1, 3, 2, ...}, in cui @, +2 = an + 1— an, per n > 3. de-
terminare la somma dei primi 100 elementi di A.

Abbiamo 4 = {1,3,2,-1,-3,-2,1,-1,3,2,-1,-3,-2, 1, ..., 1, 3,2, -1}, in pratica 1 primi 6 elementi si ri-

petono 6 - 16 volte, la loro somma ¢ nulla, quindi rimane solo la somma dei primi 4 termini: 1 +3 +2 — 1=

5.

5.  (AHSME 1975) 1l primo termine di una serie geometrica ¢ un numero naturale, la ragione ¢ il
reciproco di un numero naturale e la somma ¢ 3. Determinare la somma dei primi 2 termini.

. n n n . . n . 3 .
Abbiamo n+—+—+...= =3, dobbiamo determinare n+—. Si ha: n=3——, dato che n ¢ un

m m 1-1/m m m
numero naturale, puo essere solo 1 o 2, ma 3/m ¢ naturale solo se m = 1 (non accettabile) o m = 3, quindi n =
2, m =3, e lasomma cercata ¢ 2 + 2/3 = 8/3.

6. (AHSME 1980) Un punto parte dall’origine con una traiettoria rettilinea, raggiungendo il punto
(15 0), poi ruota di 90° in senso antiorario raggiungendo (1; 1/2), qui ruota di nuovo di 90° in
senso antiorario e percorrendo meta del precedente tratto. Se continua questo percorso
all’infinito, quale punto raggiungera?
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Le ascisse seguono la somma della serie 2(—lj _ 1 :i, le ordinate quelle della serie
o\ 4 1+1/4 5

1 (—lj :l- ! :g, uindi tendera al punto (4/5; 2/5)

23\ 4 2 1+1/4 5

7. (AHSME 1984) La successione a, ¢ definita dalla legge: a1 =2 e a,+1=a, + 2n (n > 1). Calcolare
aioo.

Abbiamo: a,+1—a,=2n, quindi ax —a1 =2;a3—ax =2 - 2; ... aiopo— a9 =2 - 99, sommando termine a ter-

mine troviamo: a» —ai1 taz—a> + ... +aw—asg+ ao—awn=2-(1+2+..+99), ossia aipo— a1 =2 - 100

- 99/2 =9900 = aio0= 9902.

8. (AHSME 1992) a, & una successione crescente di numeri interi positivi che verificano la seguente
proprieta: a,+2=a,+a,+1, Vn € N, sapendo che a7 = 120, determinare as.

Abbiamo: a1 =a; a2=b; a3=a + b; as=a + 2b, as =2a + 3b; as=3a + 5b; a7=5a + 8b; ag= 8a + 13b. Si

ha: 5a +8b =120 = a = 1205_ 8 b= 1208_ >d , quindi a deve essere multiplo di 8 ¢ » multiplo di 5. Da cui

5-8n+8-5m=120 = n+ m = 3, le cui uniche soluzioni in numeri naturali sono (1; 2) e (2; 1). Proviamo-
le:sen=1,m=2=a=8,b=10eaz3=8a+13b=64+130=194;sen=2,m=1=a=16,b=15, non va
bene perché la successione deve essere crescente.

9. (AHSME 1996) La successione 1,2,1,2,2,1,2,2,2,1,2,2,2,2,1,2,2,2,2,2,1,2,...¢formata
da 1 separati da blocchi di 2 con n 2 nell’n—esimo blocco. La somma dei primi 1234 termini di
questa successione ¢ (A) 1996 (B) 2419 (C) 2429 (D) 2439 (E) 2449

Dobbiamo stabilire nei primi 1234 termini quanti 1 e quanti 2 abbiamo. Quando abbiamo scritto » volte la

cifra 1 abbiamo scritto 1 +2+3 +...+(n—1) =n - (n — 1)/2 volte la cifra 2, quindi dobbiamo stabilire quan-

dosiha:n+n-(n—1)2=1234=n*+n—-2468=0= n= w ~ 49,2, quindi abbiamo scritto

49 volte la cifra 1, poi abbiamo scritto 48 - 49/2 = 1176 volte la cifra 2, per un totale di 1176 + 49 = 1225 ci-

fre e quindi abbiamo scritto altre 9 cifre 2. Quindi la somma cercata ¢ 49 + 1185 - 2 = 2419, che ¢ la risposta
B.

10. (AHSME 1999) Sia a1 = 1, (ax+1)* =99 - (ax)’, Vne N, una successione di numeri reali. Determi-
nare aioo.

(ant1)> =99 - (an)’ =997 - (an-1)* =99 - (@n2)’ = ...= 99"~ (a1)’ = 99"~ !, quindi (a100)* = 99%° = @100 =

9933,

11. (AHSME 1999) La successione a1, a2, a3, ... ¢ tale che a1 =19, a9 =99 e per ogni n > 3, a,, ¢ la me-
dia aritmetica dei precedenti » — 1 termini. Quanto vale a2?

19+a, 19+a, 19+a,
194a,  19FT@t {1940, _19+a, 19+a,+ T 19+,
a3: 2 ’a4: 3 = . KZ = 2 ’aS_ 4 = 2 geee
19+a,

Come la successione ¢ costante dal terzo elemento in poi, quindi si ha: =99=4a,=198-19=179

< 1
12.  (Rice 2006) Calcolare kz_;k_\/m+(k+2)_\/; .
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m > R I B S e
ZJE Jk-(k+2) +Jk+2 Jk-(k+2) kz{\/ (k+2) \/Z+\/k+2J_;[\/k.(k+2 k2 }
;Z{Jf_iﬂ S G R A R K ) (g -

13. (Rice 2006) Calcolare Z

k=

2 3 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I+—+—+—+..=1+ —+— |+ ?+—2+—2 HSt—=+—=+—= |+..=

a a a

1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1
=l l+—+—+—+.. |+ ;+—2+—3+... S+t |t.= 1+_+_2+E e |+

a a a

1,1 1 1 1,1 1 1 11 1 Y
t—|l+—+t—=+—+. [t l+—+—=+—+. |+ = l+—+—F+—5+.. | =
a a da a a

() -
1-1/a a’ -1

14. (HSMC 2007) Trovare tutte le soluzioni dell’equazione 1 + 2x +4x2+ ... + 2x)"+...=34-1,2 -
X, con |x| <0,5.

D (2x) = SN :3.4—1.2x:>1=3.4—1.2x—6.8x+2.4x2,x¢%:>

Si ha: "™ mav - ovviamente
:2.4x2—8x+2.4=0,x¢1:>3x2—10x+3=o,x¢1:>x= SEV25-9 _S*4 3
2 3 3 1/3
si accetta solo 1/3
=1 7z < 1
15. (Rice 2008) Sapendo che si ha: ;? =— 6’ determinare £ 1m .

2

i 1 :i%—i%:ﬂ-——(l'i'l'i'l'i'ij:ﬂ-——ﬁ

6 144

16. (Rice 2008) Calcolare ZZW Sugg. Calcolare la somma in 3 casi: x =y, x >y e x <y;

x=0 y=0

quindi confrontare i rlsultatl

4
Se x =y =—:; Se x > = x = + d:
e I PR l 4 4 4 O
=) — =|——-1|-—=—; Se x < = x = - d: :—. Infine

;; 22x+2d ;22(1;22)( (3 j 3 9 y y ;; 22y+2d
O 1 4 4 4 20
ZZZW T3 9 9T
x=0 y=0

>k
17. (Rice 2008) Calcolare ZS_" . Suggerimento moltiplicare per 5 tutti i termini.
k=1

1 &% 1 &k 1&k+l 1 &k 1&1 1&k 1 1

ST AT s Ay s A SAT 5T 55

Ik VA Ik 1 Sk 1k 1 4k 1k 155
5 ;5”5 45 ;5”43;5"_5 §5k+435 ;5"_43;5"_4 416
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18. (HCC 2012) Quale delle seguenti serie converge a 2? | Z Iy’ mS 4

2
n0 2 = 2n" +1 el 3"

a) Solo I b) Solo II ¢) Solo 111 d) I e 111 e) IT e 111

Si ha: L:#:lz :Z y =400 i:4 (L—lj:4-(§—lj:4l 2, quindi la
,,:Ozn 1_1/2 n=1 21’1 +1 n=1 2]’! n= 13” 1 1/3 2

risposta corretta ¢ d).

19. (MT1993) A couple decides to share a glass of orange juice by alternately drinking half of the
juice in the glass. The man drinks half the glass of juice. They alternate drinking half of the re-
maining juice until only an inconsequential drop remains. What part of the juice does each con-

sume?
The man drinks l+l+i+ -+ —z —T== 2(lj l; l-i:z,hencethewoman
2 8 32 2" 2"+ 2 =\4 21-1/4 23 3
drinks 1/3.

20. (V2003) Defineao=2,a1=8and q, = h,n > 2. Find az003.
n-2

4 1 1/2 1 1 1 1/4
a2=£=§=4a a2=—=—'a4=&=/—=—'a5=&— /8 9 —/—=2=a0. Hence there

2 b

a, 2 7 a4 8 2 a, 4 8 a, 1/2 4’6a4 1/8
is a period whose length is 6. 2003 =6 - 333 + 5 = a203 = as = 1/4

21. (V 2003) A circle Ci is inscribed in an equilateral triangle with side length 1 unit. Construct a
circle C2 that is tangent to C: and two sides of the triangle. Then construct a circle Cs that is tan-
gent to Cz and two sides of the triangle. Continue constructing such circles indefinitely. Find the
sum of the areas of this infinite sequence of circles.
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Again from the sketch, tan(Z)=7 = =

>
— 2
Thus A= %J‘T{i) =2.3

6

PR
|

"T= =T

6

L

[
()

22. (V 2004) Let C1 a circle of radius 1, square S is inscribed in Ci, circle C: is inscribed in S1 and
square Sz is inscribed in Cz. This process continues indefinitely, alternating circles and squares.

For n > 1, let A, be the area of the region inside circle Cn and outside square Sn . Find ZAn .
n=1
If a square is inscribed in a circle, its diagonal is the diameter of the circle. So: d = 2r, but

d=02=7¢ z%: /2 . If a circle in inscribed in a square, its diameter is equal to the side of of the

square. So: 2r=/(=r =£. Hence:

gl:]"1'\/5;]"2:ﬁ:}/i\/z;gz:rzf:ﬁ:]q;]g:&:ﬁ;g}:lg\/_:i;n‘:&:i;.";rn: ’/i_l_ 1_1'
2 2 2 2 2 4 2 8 2" 2"
The area of the region inside circle and outside square is

A =ar -2 =(7-2) = YA =(7-2) YA (r-2) Y L =T _pp g
n=1 n=1 n=0. 2n 1—1/2

23. (HSMC 2004) Suppose that F(n) is a real-valued function whose domain is the set of positive in-
tegers and that F(n) satisfies the following two properties: F(1) =23; F(n + 1) =8 +3 - F(n), for n
> 1. It follows that there are constants p; ¢ and r such that F(n) = pgn — r for n > 1. Find the val-
ueofp+q+r.

pg—r=F(1)=23;pg*> — r=FQ2)=8+3F(1)=177; pg® — r = F(3) = 8 + 3F(2) = 239; Solving each equa-

tion for r yields: pqg — 23 = pg* — 77 = pq(q — 1) = 54; pq* — 77 = pq® — 239 = pq2(q — 1) = 162; There-

fore, ¢ = 3. Substituting into one of the above equations yields: 3p =23 =9p — 77 = p=9and 27 — r=23
= r=4. Therefore,p + g +r=9+3 +4=16.

24. (HSMC 2008) Suppose that fin + 1) = fin) + fin — 1) for n =2, 3, . . .. Given that f{(6) = 2 and f(4)

=8, what is f(1) + f(3)?
MNow
F(B) = f(5) + fid)
2=f(5)+8
fl5) = —6

and similarly, f(2) =22 and f(1) = —36. This yvields f(1)+ f(3) = —36— 14 = —50.

X |1
25. (HSMC 2005)The function fis given by the table L/ 1413151
for n 20, what is the value of u200s?

I'he function § is given by the table

[ 3]
L¥N)
Lh

| 3]

Ifuo =3, and u,+1 = fun)

x [1]2]3]4]5
I E e

If up = 3, and ug.y = fluy) for n = 0, what 1z the value of wsggy?
Solution. Checking the pattern for the first fow values we see that uy = 3,4y = f(3)

S.ua = f5) = 2,uz = 3, thus ugyyp = Up, Yoy = Uy = 5.
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26. (HSMC 2007) Let {a.} be a sequence of integers such that a1 =1 and aw+n = am + an + mn for m, n
=1, 2, .... Find ais.
. Let {as} be a sequence of integers such that a | and amin = @m + an + mn for
m,n= 1,2, ... Find a;.
Solution. Take n l. Then ag A + @ + M, 50 Gy — By mt + 1. Thus

dyp — 14 15, a1y — a3 = 14, .., az —a; = 2. Adding 1]Lt:-.«l'g-l_cl*i|_11:1]i1i:*rc up, we get
5 — G 15+14+ .. +2. Soq=15+ 14+ .. +2+1=2—— =120
1 15 i

1. (Corso di laurea in Informatica, Udine 2009) Costruiamo due successioni {x,}, {y»}, nel modo se-
guente: x1 =y1 =1e per n > 1: Xu+1 =Xn + Yn, Yut1 = Xn - yu. Si calcoli ys.

A)6 B)1l C)17 D)30

=x1ty=2yp=Ex-n=lhn=nty=3 =0 )=2 =3+ 3 =5, y4=Xx3-y3=06, Y5 = X4 ya=

30. Risposta D
x,=x =1

2.  (Facolta scientifiche CISIA 2010) Data la sequenza di numeri: o . _»X6 € ugua-
X =x_,+2-x., =22

lea
Xx2=x1+2x0=3;x3=x2+2x1 =5; x4 =x3+2x2=11; x5 = x4 + 2x3 = 21; x6 = x5 + 2x4 = 43. Risposta A)

3.  (Veterinaria 1998) Indicato con x(n) il termine ennesimo di una successione di numeri, e data la
legge: x(n + 1) =x(n — 1) + x(n), quale delle seguenti successioni numeriche rispetta la legge?
Al) 1,1,1,1,1,1,1.,... B) 1,2,3,5,8,13,21.... 0) 1,2,3,4,5,6,7,...
D) 1,2,4,8,16,32,64,... E) 1-1,1,-1,1,-1,1,...

E la successione di Fibonacci, quindi: B

4.  (Facolta scientifiche, Roma La Sapienza) Data la funzione f{x) = x*> — 1, si consideri la successione

cosi definita: a1 =0, a2 = fla1), ..., ant1 = fla,). Quanto vale ass? A)—-64 B)-1 C)0 D)63
ar = fla1) =f(0) =—1; a3 = flax) = f(—1) = 0; a questo punto otteniamo la sequenza—1, 0. Poiché aes occupa la
posizione pari, vale —1. Risposta B

5.  (Scuola Superiore di Catania) Una successione di numeri ¢ costruita nel modo seguente:
xX0=5,x1=16,x2=11,X3=-5, .0y Xn+1 = Xn-1—Xny oo+
A che cosa ¢ uguale x2005s? Quanti sono i diversi valori che assumono gli elementi della successio-
ne?
X4 =x3—x2=—16; x5 =x4 —x3=—-11; x6 = x5 —x4=5; A questo punto si ripetono i sei valori: 5; 16; 11; -5; —
16; —11. Dato che 2005 =6 - 334 + 1, x200s = x24= 16
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