9. Successioni di numeri reali e funzioni reali di una variabile reale

9.2 Caratteristiche delle funzioni

Richiamiamo le conoscenze...

Calcolare

L. a)3+4-5-2;b)[1-[2-3-4]|-5[5¢)|1-2]-[3-4-5;d)[1-2-[3-[4-5]|
a)|3+14-5-2[=3+-1]-2|=3+1-2|=2;
b)[1-2-PB—-4|-5/=1-2-F1]|-5[=1-2=1[=-5|=[1 -1-5|=|-5]=5;
o) |1 =2[- B3 —4[-5[=|-1[—- |-1[= 5= - 1 = 5| =[-5] = 5;
dI-2-3-4-5|=1-2-3—-1)|=1-2-83-1|=1-2-2|=]-3]=3

1=2-3  f-2-p-a] [R-p-d]-3- )
1-2-3]" 7 1-2-3)-4]" 7 J1-2-[3-4 1-2-[3-4
1-2]-3 |-1-3 1-3
a - 2
1-2-3] 1-|-1| 1-1
=24 _f—2-41] _p-2-1 |2 2 1
—2-3-4 Ji-|-1-4] [-1-4] |4 4 2
=34l - o) ey
i-2-pp—4| p-2-]-1 p-2-1 |2 ”
N I e O N
1-2-[3-4| 1-2-]-1] 1-2-1 -2 2

3. a)lx+1-(x+1);b) | -x}¢)|x+1|+x+1
{—x—l—x—l x<-1 {—2)6—1 x<—1
a

2. a)

9

2

b)

c)

b) x| - x*~x| - x*=0;

x+1-x-1 x>-1 0 x>-1
—x—1+x+1 x<-1 0 x<-1
c =
x+1+x+1 x=>-1 2x+2 x=2-1
|x—2|—|x+2|
4. a)|x[-1-|x-1b) —F—F——F
| =2|+|x+2|
—x—-1+x-1 x<-1 -2 x<—1
|—x—1|—|x—1| x<0
a) =qx+1+x—-1 —-1<x<0=1 2x -1<x<0
|x—1|—|x—1| x>0
x>0 0 x>0
% x<-2 % x<=2 2 x<=2
_x;+_:ct_2 ;x * —— x<2vx22
b ITETITE s x<2={Y ocx<2={-% _ocx<2=
x—2—-x-2 —4 X
) ) 4 ) —5 -2<x<?2
AmemxTe x>2 — x=2 —— x>2
x—2+x-2 2x X
5. Semplificare %+ 2+ €1 9P 4 p e R\(0)
ja| [p] c| *|abe]

Se 1 parametri sono tutti positivi: 1 + 1 + 1 + 1 = 4; Se 1 parametri sono tutti negativi: -1 — 1 —-1-1=
—4; Se 1 parametri sono 2 positivi e uno negativo: 1 + 1 —1—1=0; Se i parametri sono 1 positivo e
due negativi: 1 —1-1+1=0.

6. Dimostrare che |x — y| = max(x, y) — min(x, y).



Se x >y si ha |x — y| = x — y ed ovviamente max(x, y) =x e min(x, y) =y; Sex<ysihajx—y|=y—xed

ovviamente max(x, y) =y e min(x, y) = x

Determinare minimo e massimo dell'espressione |[x —2| + |[x —4| — |2x — 6|, con 2 <x < 8.
xX—2—-x+4+2x-6 2<x<3 2x—4 2<x<3

k—2|+x—4—2x—6]=x—-2—x+4-2x+6 3<x<4=7-2x+8 3<x<4,2x—4variadaOa
x—24+x—-4-2x+6 x=>4 |0 x=>4

2, mentre —2x + 8 variada 0 a 2.

Risolvere le seguenti equazioni e disequazioni

8.

10.

a) x—[2x+ 1| =3;b) e~ 1|+ e+ 1| =2;0) A - |x) - (1 +x) >0
{|x—2x—1|=3 xz-1/2 {|—x—l|:3 {|3x+1|:3 {—x—1:i3 {3x+1:i3
= \Y =

\ =
) |x+2x+1|=3 x<-1/2 x>-1/2 x<-1/2 x>-1/2 x<-1/2
a ;
x=—4vx=2 |x=2/3vx=-4/3
vV =x=2vx=-4/3
x>-1/2 x<-1/2
x—1+x+1=2 —x+1-x-1=2 —x+1+x+1=2 x=1 |x=-1 [2=2
b) v v = v v =-1<x<1;
x>1 x<-1 -1<x<1 x>1 |x<-1 |-1L£x<1
—x)- . -1 1 -1
c) (1 x) (1+x)>0v (1+x) (1+x)>0:> <xs Vv o =0<x<lvx<0x#-1=x<lx=-1
x>0 x<0 x>0 x<0
) O
a)x—1|+x+2|<5b)1<|x-2|<7;5¢) ——>0
X
x—14+x+2<5 |[—x+1-x-2<5 —x+1+x+2<5 x<2 [x>-3 3<5
vV = v v =
a) |x>1 x<—=2 —2<x<1 x>1 |x<=2 |=2<x<1 s
=1l<x<2v-3<x<-2v-2<x<L]l=-3<x<2
1<x-2<7 1<—x+2<7 3<x<9 -1<—x<5 -5<x<1
b) v = v —=3<x<9v =3<x<9v-5<x<1;
x>2 x<2 x=>2 x<2 x<2
Bod o (B g f0s0 [PEs0 (250
C) X \Y X = \Y4 X = =g
x>0 x<0

x=0 x<0 x<0

Trovare i valori del parametro reale m per i quali I'equazione |||x| — 2| — m| = 5 ha esattamente 5
soluzioni.

{||x—2|—m|:5 {||—x—2|—m|=5 {|x—2—m|:5 {|—x+2—m|:5 {|—x—2—m|:5{|x+2—m|=5
v = v v

p—
x>0 x<0 x>2 0<x<2 x<-2 —2<x<0
x=2-m=%5 |—x+2-m=%5 |-x-2-m=%5 [x+2-m=%5

v v
x>2 0<x<2 x<-2 —2<x<0
x=m+Tvx=m-3 |[x=T7T-mvx=-3-m |(x=-T-mvx=3-m |(x=m+3vx=m-7
vV v v =
x=>2 0<x<2 x<-2 —2<x<0

:>(m+722vm—322)v(0§7—m<2v0§—3—m<2)v(—7—m£—2v3—m§—2)v(—2<m+3<0v—2<m—7<0):
:>(m2—5vm25)v(5<m£7v—5<m<—3)v(m2—5vm25)v(—5<m<—3v5<m<7)

Rappresentiamo il tutto in un grafico in cui inseriamo il numero di soluzioni di ogni sistema iniziale.
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5 3 5 7
o o O O
0 1 1 2 2
o+ o+
0 1 0 1 0
0 1 1 2 2
i+ i+
0 1 0 1 0
0 2 4 2 3 B s 4

L’ultima riga fornisce il totale delle soluzioni, pertanto la risposta corretta ¢ m =7

Disegnare il grafico delle seguenti funzioni

11 ) ) x+1 x>0 b) /(x) x+1 x<0 ) @) ¥ -x+1 x>1
. a X)= ; X) = 5¢) f(x)=
2x—1 x<0 2x—1 x>0 X" +x-1 x<1
3 2
/ 5 2
a) 2 semirette: = ; b) 2 semirette:

¢) due archi di parabola canonica, la prima di vertice (1/2; —%) e I’altra di vertice (1/2; %4) al di fuori

3
2

1

TN
del dominio: E
2 @ o 4x—1 x>2 by /(o) 3x x>1
. a xX)= 5 xX)=
x*=5x+6 x<2 1_(x_1)2_1 x<0

a) una semiretta e un arco di parabola canonica di vertice (5/2; —1/4), fuori dal dominio:

'; b) una semiretta e un arco di circonferenza di centro (1; —1) e raggio 1, che si ottiene

3
2

1

2 1 0/1 2
Siff




13.

14.

2—-3x

a) f(x)= 14— (x—2) +1 1<x<4;b) f(x)z\/\(1+x)-(1—|x|)\

x*—=12x+5

x<l1

x>4

a) una semiretta, un arco di circonferenza di centro (1; —1) e raggio 2, che si ottiene da

y= 4—(x—2)2 +1:>(y—1)2 :4—(x—2)2 :>(x—2)2 +(y—1)2 =2” e un arco di parabola di vertice

-~

o
=

30

|(1+x)-(1+x)| x<0

; b) Equivale a:

|(1+x)~(l—x)| x>O:

‘(1+x)2‘
1—x?

X' —1

x<0

O0<x<l1=

x>1

|1+x|
1—x?

Jx' =1

x<0
O0<x<l=

x>1

-1-x x<-1
I+x —-1<x<0
1-x* 0<x<l’
\/xz_—l x>1

quindi una semiretta, un segmento, un arco di circonferenza di centro (0; 0) e raggio 1 e un arco di

2
14 1o 0 2 4
iperbole di equazione x*> —y* — 1 = 0:
6x+1 x<-2 4—5x x<—4
a) f(0)=116-(x—2) +3 —2<x<4;b) f(x)=1/25—(x—3) +2 —4<x<0
x> —14x+3 x>4 x> —=2x+3 x>0

a) una semiretta, un arco di circonferenza di centro (2; 3) e raggio 4, che si ottiene da

y= 16—(x—2)2 +3:>(y—3)2 :16—(x—2)2 :>(x—2)2 +(y—3)2 =4’ e un arco di parabola di ver-

-

-40

tice (7; —46):

20

; b) una semiretta, un arco di circonferenza di centro (3; 2) e raggio 5, che
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si ottiene da y = 25—(x—3)2 +2:>(y—2)2 :25—(x—3)2:>()c—3)2+(y—2)2:52 e un arco di pa-
e

rabola di vertice (1;2): = °

S5x+2 x<0 1+5x x<-2
15. a) f(x)= «/9—()6—3)2 +1 0<x<5;:;b) f(x)= \/16—(x+1)2+3 -2<x<1
x*—18x-2 x>5 x’—4x-6 x>1

a) una semiretta, un arco di circonferenza di centro (3; 1) e raggio 3, che si ottiene da

y= 9—(x—3)2+1:(y—1)2:9—(x—3)2:>(x—3)2+(y—1)2:32 e un arco di parabola di vertice

(9; -83): | ~ ; b) una semiretta, un arco di circonferenza di centro (—1; 3) e raggio 4, che si ot-
tiene da y = 16—(x+1)2 +3=> ()/—3)2 = 16—(x+1)2 = (x+1)2 +(y—3)2 =4* e un arco di parabola

T~

5

-5 0

-5

di vertice (2; —14): /

Risolvere le seguenti disequazioni irrazionali

16. a)x+1>+x+1;b) x+1<Jx—13¢) x+I1>x*+1;d) x—1</x*+x
x+120 > >-1 >—1
a) x+1>\/x+1:>{ {x :>{x {x =x>0;

(e1) > x4l (1) (x+1-1)>0 7 |(x+1)-x>0 " |x<—lvx>0

x—1>20 x>1 x>1 x>1
b) x+1<Jx—-1={x+1>0 =><ix>-1 =>qx>-1 =><ix>-1 =>J;
(x+1)23x—1 ¥ +2x+1-x+1<0 X’ +x+2<0 g (A<0)

x+1>0 x>-1 x>-1 x>-1
¢) x+1>Vx’+1l=> = = = =x>0; Non
) {(x+1)2>x2+1 {x2+2x+l—x2—1>0 {2x>0 {x>0

abbiamo imposto che il radicando sia non negativo perché lo ¢ sempre



2 > x—=1=20 <—1 >0 [x=>1
x—l<Jx’+x= o +x_0v :{x v v =
/—2x+1—/—x<0

d) x—1<0 (x—1)2<x2+x x<1
x>1 x>1
:>(x£—1v0£x<1)v{ :>(x$—1v0£x<1)v{ :>(xS—lvOSx<l)vx21:>xS—lvx20
—3x+1<0 x>1/3
17. a) 2x-3>v2x* —x—1;b) dx+1>2x—1;¢) x* <~+/2x7 +1
1 1
x<——vx2>1 x<——vx2>1
24 —x—120 2 2
2x-3>0 = x>% = )c>é =
2
(2x=3) >2x"=x—1 |43 12x+9-2x2+x41>0 | 2x—11x+10>0
a)
1
x<——vx2>1
2
I I R ERV/T
2 4
11-41 11+/41
x < VX >
4 4
le le le
2x—1>0 21 21 21 1
b) 14x+1>0 = x>—Z =>qx>—— =>x>—— :>x25;
2
(4x+1)">2x=1 165> +8x+1-2x+1>0 |16 +6x+2>0 |VxeR(A<0)

C) <2l =t <2 1= xt -2 1012 < <1442 2 0< 2 <1442 = 1442 <x <1442
Non abbiamo imposto che primo membro e radicando fossero non negativi perché lo sono sempre

18. a) X’ <x’=2;3;b) x>Vx +x-1;¢) ¥’ +2>x =4 ;d) 1-x" </x* +1
x2=2>0 xS—\/vaZ\/E xS—ﬁvxZ\/E
a) 4 2 = 4 2 =
x<x?-2 0 [xP-xT+2<20 B(A<0)
che il primo membro sia negativo perché non lo ¢ mai
x>0

x20
b) < X +x-120 = xsﬂvxz_lzﬁj_lzﬁﬁx<l;

><>><+x—l x<l1

X’ =420 x<2vx>2 x<2vx>2 x<2vx=>2
2 =1 .4 2 2 =3 4 2 =
(3 +2) >x? -4 (¥ +4x7+4-x"+4>0 7 [x*+3x7+8>0  |VxeR(A<0)

= J; Non abbiamo considerato il caso

= x<2vx>2 Non

abbiamo imposto che il primo membro sia non negativo perché lo & sempre;

1-x*>0 —1<x<l
1-x*<0v 2 = (x<-lvx=1)v s 4
(l—xz) <x*+1 1-2x"+x"—x"-1<0

-1<x<l

-1<x<l
) :>(x£
x°=3<0

)c4—3x2S0:>
:(xS—lvle)v(—l<x<l)3VxeR

Poteva semplicemente osservarsi che il primo membro ¢ sempre non superiore ad 1 mentre il secondo
¢ sempre non inferiore ad 1.

d) :>(x§—1vx21)v{ (xS—lvle)v{ —lvle)v{



19.

a) Sx+3<yx?+13b) Tx—2>3x—4;¢) X’ +1>21-x% ;d) X’ —1>/x" +1

5x+3>0 3 x>_§ 3 x>_§
5x+3<0v 2, :xs—gv 5 :>x£—§v 5 =
) (5x+3) <x+1 2552 +30x49—x2 —1<0 ,2412x2+}615x+g4S0
a 5
x>
5 3 —15+J— —15+J§
—x<-2v <——v——< NG
5 _15—\/3_< —15+J_ 5 24 24
24 B 24
2 2
x> — x> — x> —
Tx-2>0 7 7
b) 3x—-42>20 = xzi = xzﬂ = xzi :xzi;
i 3 3 3 3
(7x=2)">3x-4 149 28x+4-3x+4>0 [49x°-31x+8>0 |VxeR(A<0)
) 1-x*>0 “1<x<1 “1<x<1 “1<x<1 <<t
c = = = -1<x<1;
(x2+1 2zl—x2 xt 20+ <+ 22 >O x'+3x7>0 VxeR
2
x —120 x<—-lvx=>1 x<—-lvx>1
= =
(x2—1)2>x2+1 -2+ =2 =\ >0 x'=3x*>0
d)

x<-1vx2>1 x<-1lvx=>1
=>x<— 3vx>\/§

= =
x*=3>0 x<—Bvx>3

Intervalli di numeri reali

Stabilire quali dei seguenti insiemi sono discreti, quali densi, quali continui e quali con nessuna delle
precedenti proprieta (NP)

1.

a) Insieme dei numeri pari; b) {g€Q:g<4};¢) {z€Z:z<32}

a) sono numeri naturali quindi Discreto; b) sono numeri razionali quindi Denso; ¢) sono numeri interi
quindi Discreto

a) Insieme dei multipli di 4; b) {reR:7* <2}; ¢) {— ne N}

a) sono numeri naturali quindi Discreto; b) sono numeri reali quindi Continuo; c) sono i reciproci di
numeri naturali quindi Discreto

a) {qe@:q<1vq>2};b) {qe@:0<q<1} ){— zeZ\{O}}

a) sono numeri razionali, se prendiamo x <y < 1, vi sono infiniti elementi z: x <z <y, ugualmente se 2
<x<y,osex<1<2<y,quindi Denso; b) sono numeri razionali quindi Denso; c) sono 1 reciproci di
numeri interi quindi Discreto

a) {geQ:-2<q<lvg>2};b) {reR:r<l};c) {— reR\{O}}

a) nulla puo dirsi, dato che se consideriamo per esempio 1 < 2 non esistono numeri dell’insieme com-
presi tra essi; b) sono numeri reali quindi Continuo; ¢) sono reciproci di numeri reali quindi Continuo

a) {reR:rZGZ};b) {neN:7<n<12vn>24};c) {reR:\/ESrS\/g}

a) sono numeri interi quindi Discreto; b) sono numeri naturali quindi Discreto; ¢) sono numeri reali
quindi Continuo

a) X={Z+2ZZEZ};I)) X={Z+2ZZ€Q};C) X={r+2:reR};d) X = q—”:qs—lqul
z+3 z+3 r+3 q+3




10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

a) sono numeri interi quindi Discreto; b) sono numeri razionali quindi Denso; c¢) sono numeri reali
quindi Continuo; d) nulla puo dirsi, dato che se consideriamo per esempio —1 < 1 non esistono numeri
dell’insieme compresi tra essi

L’unione di due insiemi discreti ¢ un insieme discreto?

Ovviamente Si

L’unione di due insiemi densi ¢ sempre un insieme denso?

No, si pensi all’esercizio 4a

L’unione di due insiemi continui ¢ sempre un insieme continuo?

No, si pensi all’insieme {r € R:»<0vr>1}

L’intersezione di due insiemi discreti ¢ sempre un insieme discreto?

Ovviamente Si perché ¢ un sottoinsieme di un insieme discreto

L’intersezione di due insiemi densi ¢ sempre un insieme denso?

Ovviamente Si perché ¢ un sottoinsieme di un insieme denso

L’intersezione di due insiemi continui ¢ sempre un insieme continuo?

Ovviamente Si perché ¢ un sottoinsieme di un insieme continuo

L’unione di un insieme discreto con un insieme denso, che tipo di insieme ¢?

Nulla puo dirsi, per esempio {g € Q:¢g=<1} U {1} ={qg € Q:¢g =<1} che ¢ denso, mentre {g € Q:¢q
<1} U {2}non ¢ denso né discreto

L’unione di un insieme discreto con un insieme continuo, che tipo di insieme é?

Nulla puo dirsi, per esempio 1; 2 U {1} = 1; 2 che ¢ continuo mentre 1; 2 U {3}non ¢ continuo né di-
screto

L’unione di un insieme denso con un insieme continuo, che tipo di insieme é?

Nulla puo dirsi per esempio {g € Q:1<g<2} U 1;2=1;2che ¢ continuo, mentre {g € Q:1<¢g=<
2} U 3; 4 non ¢ denso né continuo

L’intersezione di un insieme discreto con un insieme denso, che tipo di insieme é?

Ovviamente Discreto

L’intersezione di un insieme discreto con uno continuo, che tipo di insieme ¢?

Ovviamente Discreto

L’intersezione di un insieme denso con un insieme continuo, che tipo di insieme ¢?

Nulla puo dirsi, per esempio {g € Q: g <1} N 1;2= {1} che ¢ discreto, mentre {g € Q:g>1} N
1;2= {ge Q:1<g<2}che ¢ denso

Definizione di funzione secondo Dirichlet
Stabilire quale delle seguenti leggi definiscono funzioni

1.

Associamo i libri di una biblioteca allo scaffale nel quale sono riposti.

Si

Associamo le automobili al proprio proprietario.

No perché vi possono essere automobili con piu di un proprietario

Associamo i figli ai loro padri.

Si

Associamo i padri ai loro figli.

No perché vi possono essere padri con piu figli

Associamo a ogni cittadino italiano il proprio codice fiscale.

Si

Associamo a un gruppo di degenti di un ospedale la loro temperatura corporea rilevata a un da-
to orario di un certo giorno.

Si

Associamo a ogni numero naturale il proprio doppio.

Si

Associamo a ogni materia il professore che la insegna.

No perché vi possono essere professori che insegnano piu materie (Matematica e Fisica, Storia e Filo-
sofia, ...)

Associamo a ogni numero intero il proprio successivo.



10.

11.

12.

13.

14.

Si

Associamo a ogni numero intero la somma delle proprie cifre.

Si

All’insieme {1, 2, 3, 4, 5} I’estratto numero & (1 < k <5) della prima estrazione del 2015 sulla ruo-
ta di Napoli.

Si

Allinsieme {1, 2, ..., 10} il primo estratto della ruota numero & (1 < k < 10) della prima estrazio-
ne del 2015.

No perché il rimo estratto di due ruote diverse puo essere lo stesso numero

2.1 x>1 2.1 x>1 box<0
x - x -
W /() {x2+1 x<0 ) S x) {x2+1 x>0 9 /(%) ; x>0
X

a) Si; b) No perché i numeri compresi fra 0 e 1 hanno piu di un corrispondente, per esempio £0,1) =
0,12 — 1 =-0,99. Ma anche £{0,1) = 0,12+ 1=1,01; ¢) Si

1 x<-2 1 x<2 1 1<x<2
a) f(x): 2 x=03b) f(x): 2 x=23¢) f(x): 2 2<x<5
3 x>1 3 x2>2 3 x=>4

a) Si; b) No perché f(2) = 2, ma anche f(2) = 3; c¢) No perché 2 e i numeri compresi fra 4 e 5 hanno piu
di un corrispondente, per esempio f{4) =2, ma anche f(4) =3

Stabilire quali dei seguenti grafici si riferiscono a funzioni, giustificando le risposte, il punto “vuoto” in-

dica che non fa parte del grafico, quello “pieno” invece si.

15.

16.

17.

a)

Pl

-1

b 2\3

3

2

°

b)

2 10

-1

b 2\3

c)

2

1

-2

-1

=1

0

1 \3

d)

a) Si; b) No perché f{(1) = 0, ma anche f{(1) = 3; ¢) Si; d) No perché f{(1) =0, ma anche f{1) =3
™ ‘ ;;" [ |

\\

3 -2 4 o 1 2 3 4 —

Tl -2 /“ [ \\
2 -1 | NRE 2 3 /

a) u ‘\\\\\\ b) | c) ‘ 3 |
a) No perché per esempio f{0) = 0, ma anche f{0) ¢ un valore prossimo a 2; b) Si; c) Si
3 I s ]

a)

B
.

B c Bl
& .

. $

b)

a) Si; b) Si; ¢) No perché (1) = 1, ma anche f{(1) =2

c)

Per ciascuna delle date funzioni determinare quanto richiesto
) f(x)=x-2,f2)=2;b) fix) =3x+ 1, f(1/2) =25 ¢) fix)=x*2-1,f(-1)=?
a)f(2)=2-2=0;b)f(1/2)=3/2+1=5/2;¢) -1)=((-12-1=-1/2

a) flx) =2 +x, f(-2/3) =23 b) f(x)=

18.

19.

b) f(2)

_2-2
2+2

(-1/2) +1

-1/2

1:—2-(l+1j—1
4

j SO =20 f(x)
a) 1=2/3) = —(=2/3)> + (=2/3) = —4/9 — 2/3 = —10/9;

=0;c¢) f(—%jZ

_x2+1

-y

5
= 1=—=
Y2 2

~1,f-1/2)=?
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

a) f(x)=Vx+1,/3)=23b) f(x)=AP+2x+1, fi-32) =2 ¢) f(x)= V2x+1,f(lj:?

x+1 3

a) £(3)=V3+1=2;b) f(—3/2):\/(—3/2)2—2-3/2+1 =V9/4-3+1=+1/4=1/2;

27341 _\5/3 fs g JE
9 f(1/3)= /341 4/3 \F 16 4
a) f(x)=V4x+1-x f(—3)—" b) f(x —\/x— x+1,£3)=17;¢) f(x) =In[ln(x) + 1], fle) =?

a) f(-3)=3-12+1- =J-11-9=-320;b) f(3)=3-V3+1=3-2=1;

c) fle)=In[ln(e) + 1] = Zn(l +1)=1In(2)
a) f(x)=x’ _x+l, f(3/4) =2 b) fix) = In(x + 1), f(ﬁ) =9
X

2 f(%j_(gf_(i}rﬁ 27_3,4_81-144+256 193 f(«/_) zn(ﬁ+1)

4) \4 3j 64 43 192 192
4

a) flx) = sin(2x) — cos(x), f(n/3) = ?; b) fix) = x + tan(3x), f(n/4) =?

a) f(in/3) = sin(2n/3)— cos(n/3) = ?—% = % b) fin/4) = n/4 + tan(3n/4) = /4 — 1

a) f(x)=Vx+1-|x+2|, A=1) = 2; b) fix) = |x — |x + 2| + 1|, A-2/3) =2
a) f(-1)=V-1+1-|-1+2|=—[1| =1;

b)A-2/3) = |23 — |23 + 2| + 1| == |23 43 +1|=1
) f(x)zl"(xz ),ftz)—" b) f(x)=s [’“—”j finf2) =2
\/X — X
ln(22—1) _In(3)

) (w241 . 72'_—0—2
SRS ey R ,b>f(fr/2)—sm( — j_( - j

2 >0
a)f() {xl x>1,f(1)_ b)f() {x 1 x2

2x+1  x<l1
a) A1)=2+1=3;b)A(1/2)=(1/2)*~1=-3/4

2x—1 0 x3—1 >0
N CR IR { a e[

3x+1

a) i2)=2-2 —1=3;

—— | +1 3
b) f(_%]_f(lj( 2] _(%) +1:_2.(i+1j_%+1:_\x,%+%:—20+7:_E

2 8 8

Jil ; >0
2) f(x)z{m i> S1/2) + f172)= 25 b) [ (x)= {j;’;i’;)) izo,ﬂn/2)=?

1 1_ [ 1 o[ 1 +da Ny B
a) f(—5]+f(5):\/—5—1+\/5—1—\/—;+ 57" 5 ; b) An/2) = sin(n/2) =1

10



1
— <0 NESES S|

x-1
29. a) f(x): ln(x) 0<x<2 »JEDHA0)-(1)=2; b)f(x)= ln(x—l) I<x<3,f(-D+f2)-f(4)=?
\/; x>2 1 x>3
x -1
1 1 1 3

) (1) £(0)-f ()= =+ == tn(1)) =—1-1=-3;
b) £ (~1)+ £ (2) = £ (4) = (-1) +1+In(2-1)- 411 2+ 0__ f__

Date le funzioni seguenti, calcolare quanto richiesto
30, a)fix)=x*+x+1Lf2x)=2b)fl)=x-x+1,fix+1)=?
a) fi2x) = (2x)* +2x+ 1 =4x> +2x+ 1;.0

D fix+1)=@+1)P-x-1+1=x*+32+3x+1-x=x"+3x2+2x + 1
2

3. a) f(x)=2 _1,f(x2)=?; b) fix) = (x— 1), fx2) = 2; ¢) flx) = x* + 562 + 3, flx — 1) = 2
a) f(x")== )= (" -1)
b) c)j(x—l)—(x D450 1) +3=x"—dx® +6x* — 4 + 1+ 5x* — 100> + 5+ 3 =x3 — 4x® +
11x* — 14x*+9
32. a)j(x)=|x+sin(x)|, f(J_ ):?;b)f(x)=x2+1,f[sin(x)]=?
a) f ‘\/;+Sll’l = sin*(x) + 1
1
el x+; 1
33. a) f(x)= x+1_1,f(2x+1):?;b) f(x)=—1,f(x+;J=?;c) fxX)=x2—x, flect 1 —e )
x_i
x
2-(2x+1)—1 4x+1
e +1 e +1
a)f(2x+l)= 62x+1+l_1 _62x+2 1
C)f(ex-H _ex—l) — (ex+l _ex—l )2 _(ex+1 _ex—l ) — (ex+l _ex—l ) '(@XH _ex—l _1)
(x+1j+ 1 (X2+1)2+x2
x) (o) ¥ x )
b)f(x+l]= X)__x X 4l _ x-Petl :x4+2x2+1+x2:x4+3x2+1
X (x_'_lj_ 1 x2+1_ X (x2+1)2—x2 2t +1-x XX+l
2
x (XJFIJ x o x +1 o2t
x
1 1 . I
34. f(x)=x+—,f|—|=? In che relazione sono le due funzioni?
x x

f(ijziﬂc:f(x)

35. f(x)= x’(;_ ) , flx+2) = ? In che relazione sono le due funzioni?

f( +2)_(x+2)-(x+2—1)_(x+2)-(x+1)_(x+2)-(x+1).x-(x—1)_(x+1)~(x+2)

rreE 2 - 2 - 2 x(x=1) x(x-1)

36. fix)=x*+x+1,fix+h)="?
fx+h)=@+h?+x+h+1=x*+Qh+)x+h+h+1

/()

11



C. Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Vol 5 — Capitolo 9 - Unita 2
37. Determinare per quale valore di /2 1a precedente espressione ¢ priva del termine a) di primo gra-
do; b) noto.
Deve essere: a) 22+ 1 =0 = h=—Y; b) h*+ h+ 1 =0, che non accade mai perché A=1-4<0
Dimostrare la validita delle seguenti identita.
38. [x|=n+1 e|_xJ=n, sexe (nsn+1),ne Z
Basta applicare la definizione
39. [x+nl=[x]+n e|_x+nJ=|_xJ+n,n € Z
Basta applicare la definizione, dato che si ha ovviamente: [ n | =|n]=n, se n & intero
40. [x]=|x]+ 1,sex ¢ Z,e|—x—|=|_xj,sex e 7
Basta applicare la definizione
Rappresentare le seguenti funzioni (round(x) é la funzione che associa a ogni ascissa la sua approssima-
zione per eccesso se la prima cifra decimale é maggiore o uguale a S, o per difetto se minore di 5)

-1 X € Z A X pari
1 xXel . . .
41. a)f(x)= | RiZ} b) f(x)=1 0 xeR\Z (0 si considera pari); ¢) fix) = x +|x]
- Xe
1 xeZnxdispari
e o o 1l o o o ® ¢ ® ®
-3 -2 -1 0 1 2 3
* X x X x % @ -1 ®
a) b)

74

b) ;
42. a)fi)=Ix|-x;b) fix) =[x1+Lxl; ) fix) =[x P; @) fix) =|.x P

SRRRIRRRE

—_ Pl — — |

QF RN L T T
43.  a) fix) = round(x); b) fix) = [round(x)|; fix) = round(x) - [x1; ¢) fix) = round(x) — |.x]

12



C. Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Vol 5 — Capitolo 9 - Unita 2
—_— 4 —_—

2 —

1 —_

-3 -2 -1 0 1 2 3

—

-2 -1 0 1 2

c)
4. fix)= [x]1-Lxl. Esprimere in modo piu semplice questa funzione.

-3 -2 -1 0 1 2 3

F
T

fx) =—1
45. fix)= Lx]-Tx1. Esprimere questa funzione senza usare floor e ceiling.

10

—4 -2 0 2 4

fx)=n-(n+1l),sexe[-n—1;-n]un,n+1],conne N
46. Provarechea)L LxJJ=L\/;J;b)( |_x—|—‘=(\/;—|,{ Lxﬂi(\/;}

a) Sia L«/;J:neNanﬁx<(n+1)2<:>n2£|_xj<(n+1)2<:>L I_x”

n{«/ﬂ;
b) Sia[\/;—|=neN<:>n2<x£(n+1)2<:>n2<|_x—|£(n+1)2<:>( fxﬂ:n:(x/;—‘;
o siha: [([L1]|=[1]=5[Vi1]=2

Risolvere le seguenti equazioni

47. a)|_xJ+x= 1; b)|_x—|—x=2; c)|_x—|+|_xJ=5; d)|_xJ+ 1=2|x+2]
a) lx]+x=1,sex € Z abbiamo x + x = 1 = 2x = 1 che non ha soluzione accettabile poiché¢ x ="'
non ¢ intero. Se invece x ¢ 7, allora non vi sono lo stesso soluzioni, infatti per 0 < x < 1 avremo: x =
1 che ¢ falsa, mentre per x > 1, Ixl+x>1e perx <0, Lx]+x< 1;
b) [x]-x= 2;se x € 7Z abbiamo x — x = 2, che non ha soluzione. Se invece x ¢ Z , allora non vi sono
lo stesso soluzioni, perché la differenza fra il ceiling di un numero non intero e lo stesso numero non
puo fare un numero intero

13



48.

49.

50.

S1.

52.

53.

c) [x]+|x]=5sex e Z abbiamo x + x =5 = 2x =5 che non ha soluzione accettabile poiché x=15/2
non ¢ intero. Se invece x ¢ 7, alloralx]+1+|x]=5=2x]=4 = |x]=2=2<x<3enonsiac-
cettano i valori interi poiché x non lo ¢;

d)|_xJ+ 1=2 -|_x+2J, sex € Z abbiamox+1=2x+4=x=-3.Seinvecex ¢ 7Z, allora|x]+ 1=
del+d4=lxl=3=3<x<2

alx+1]=lx]+1;p) 2 - x]+3=3-[x-2]+5;0)[x]-Lx]=5;a)x]-x=2

a) e+ 1=x]+ 1,se x € Z abbiamo x + 1 = x + 1 che ¢ un’identita. Se invece x ¢ Z, allora L]+ 1
=[x]+ 1, che é ancora un’identita.

b)2.|_xj+3 =3 -|_x—2J+5, sex € Z abbiamo2x+3=3x—-6+5 = x=4. Seinvece x ¢ Z , allora
diventa 2x]+3 -3x]+6-5=x]=4 = 4<x<5;

c) [x]-lx]= 5, se x € Z abbiamo x — x = 0, che non ha soluzione. Se invece x ¢ Z, L] +1- [x]=
5, che ugualmente ¢ priva di soluzioni

d) lx]-—x= 2,sex € Z abbiamo x —x = 2, che non ha soluzione. Se invece x ¢ Z , ugualmente non vi
sono soluzioni perché la differenza fra un numero non intero e il suo floor non puo essere un numero
ntero

a)x|+1=2-x+2p)[x+1]1-3=4-[x-2]; ¢)lx] - [x-1]=0

a) Se x € Z abbiamo x +1=2x+4 = x =-3. Se invece x ¢ 7Z osserviamo che [x]=1x] +1, quindi
otteniamo [x] +1+1=2-[x+2]. Inoltre Lx + 2] =x] + 2, quindi lx] +2=2-Ix]+4= [x] = -2,
percio —2 < x <-1, ricordiamo che x non ¢ intero, pertanto la soluzione x =-2 non ¢ accettabile
b)[x+1]-3=4.[x-2],sex e Z abbiamox+1-3=4x—-8=3x=6 = x=2.Seinvecex ¢ Z,
alloralx]+1-3=4x]-8=3x|=6=[x]=2=1<x<2;

¢)Lx] - Lx — 1J=0. Per il principio di annullamento del prodotto abbiamo |.x]=0 v [x — 1]= 0, quindi
0<x<lvl1<x<2,0ssia0<x<2

a)x]-[x +1]l=130)Lx]-[x]=0; 0)lx =1

a) Se x € Z abbiamo x> + x = 1 che non ha soluzioni accettabili perché non intere. Se invece x ¢ Z,
ugualmente perché 1I’equazione da risolvere sara [x12+[x]=1

b) Per il principio di annullamento del prodotto abbiamo lxl=0vI[x]=0, quindi0 <x<1v-1<x<
0,o0ssia—1<x<1

c)LxJZZ I=ld)=1vix]l=—1=1<x<2v-1<x<0

a)l2]=1;b)[xP=1;0)[x?]=1

)ll=1=1<@<2=>-2<x<-1vi<x<i2
b)[xP=1=IxI=1v[xl=-1=20<x<1v-2<x<-1I

0)[x2]=1=0<x2<1=-1< x <1, ovviamente deve essere x # 0

a)[2x]=2x];b)[5x]- slxl;¢) [3x T =3lx];d)[2x+1]=3-|x-1]-2

a) [ 2x | = 2 x| osserviamo che le due espressioni non sono uguali. Per esempio [2 - 1,6 |=[3,21=4, ¢
2-11,61=2-2=4,mal2-141=[281=3,e 2-[1,4]=2-2=4. In pratica| 2x | = 2[ x| se x appar-
tiene agli intervalli del tipo (n + 0,5; n + 1, con n numero intero.

b) Ragionando come in precedenza: [5-1.1]=5e¢ 5-L1,1]=5mal5-12]=6¢ 5-[12]=55"
13]=6e 5-[1,3]=5ecosiviafinoal5-1.9]=9e 5-11,9]=5mentre[5-2]=10e 5-[2]=10,
percid stavolta vanno bene gli intervalli del tipo (n; » + 0,2, con n numero intero.

¢) In questo caso non vi sono soluzioni per x non intero perché [ 3x | > 3[.x] mentre se x ¢ intero le due
espressioni coincidono, quindi x € Z

1 xeZ

0 xeZ

Abbiamo gia visto che se x € Z, si ha: x|+ |1 —x]=x+1—x=1. Mentre in generale [ 1 —x]=1+

x| el—x]==(x]+ 1), pertanto Lx]+[1 —x]=|x]+ 1 - (xJ+ D =lx]+1-x]-1=0.

Provare che | x| +[1-x] :{

Classificare le seguenti funzioni

54.

a) fix) = x? — tan(3); b) fix) = 3% — tan(x); ¢) fix) = 2x — In(4))°
a) razionale, dato che tan(3) ¢ un numero; b) trascendente, dato che fan(x) non ¢ un numero; c¢) razio-
nale, dato che /n(4) ¢ un numero
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55S.

56.

57.

X' —x x° +Jcos(m/2
a) flx) = 2x - In(4)>**'; b) f(x) 5¢) f(x)= (z/2)
\/_ T x+log,, (5)
a) algebrica non razionale, dato che /n(4) ¢ un numero e I’esponente 5x +1 ¢ variabile; b) algebrica non

razionale, dato che vi sono funzioni irrazionali; ¢) algebrica non razionale, dato che cos(;z/ 2) =0¢

vi sono funzioni irrazionali

I+x
W xel ER
X X
a) f(x)= 3b) f(x)= ;
)f( ) {|Sinx| x>2 )f( ) 1-+/x
x>2
log 3
a) trascendente, dato che [sin(x)| € trascendente; b) trascendente, dato che log,(3) ¢ trascendente;
. 3
X4+xt x>0 2 x> 4
a)f(x): x ;b)f(x)=
sm(—j x<0 e x<_Z

a) algebrica non razionale, dato che sin(n/9) ¢ un numero e x* ¢ un esponenziale; b) algebrica non ra-
zionale, dato che 2* ¢ un esponenziale.

Dominio e codominio delle funzioni

Determinare ’insieme di esistenza delle seguenti funzioni

1.

x+1 1
a)ﬁ(x)z— b) f,(x)= ,c)f3 )=Nx?+25d) £, (x)=1+ e
A)x—1#0=>x#1;b)il denomlnatore non ¢ mai nullo, quindi tutti 1 reali; ¢) il radicando non ¢ mai
negativo, quindi tuttii reali; d) x> — 1 #0 =>x# * 1
a) g (x)= Y2x-1+33x—1;b) g2(x) = In(x* + 5); ¢) g3(x) = 4x + In(5)

a) 2x — 1 > 0 = x > 4 il secondo radicando non si considera perché di indice dispari; b) I’argomento
del logaritmo ¢ sempre positivo, quindi tutti i reali; ¢) Non ci sono condizioni da imporre, quindi tutti i
reali

a) h(x)=

x+2 x+x x+5
——3b 5 =
ln(x—l) )~ () \/_ )hj()
) x—=1>0 . x>1 - x>1:>(]-2)u(2'+00)'b) >0;c)x*—4#0=>x# +2;d)x*>0
a In(x-1)#0 x—1#1 x#2 ’ ’ =TS s

=x<0 =>x=0

=5 ) B ()=

X —x+1 sin(2x+1)

a) ml(x)=ﬁ;b) mz(x):%;c) m3(x)=ﬁ

x>0 x>0
a) = = [0;1)U(L;+00); b) x > 0; ¢) Non ci sono condizioni da imporre, quindi tutti
Jx-120 ~ [x=1

ireali;d)x+2>0=>x>-2

5 d) ma(x) =In(x +2)

log, (x + 1)

a) p1(x) = sec(x?); b) p,(x)= s ; €) p3(x) = tan(3x — 4); d) pa(x) = cot(dx + 2)

a) x* # §+k7z = x #I, ’%-i-kﬂ' ; b) il denominatore non ¢ mai nullo, quindi x + 1 > 0 = x > —1; ¢)

3x—4¢%+kﬂ:x¢@;d) Ux+2 4 k= x e 2 KE
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1 2
a)q, (x)= % b)qz(X)—\/\/;%ll, ) q,(x)= );++31—2%Cx;d)q4(x)=x/x+ﬂ;e)

qs(X)=\/|xT3|

a) cos(x) # 0 = x # n/2 + km; b) il denominatore ha sempre significato, quindi x > 0;

x+3#0 x#-3
C) = ;D x+n>20=>x>-x
2—-x#0 x#2

a) f(x)= X+\/_ b)) f(x)= l(;ix( ),C) fi(x)= \/X+2—\/2—3x;d)ﬂ(x):ln(x+l)—\/1—2x
x>0 x>0 x>0 x>0
a) {x2_3¢0:>{x¢i\/_ [ ) ( 3; +oo) b) {x=1 =<ix=1 :>(0;1)U(1;+00);

2x+120 x#z-1/2
x+220 x=>-2 2 x+1>0 x>-1 1
2-3x=20 x<2/3 3 1-2x>0 x<1/2 2
x’ -4 x+1

a b) h 5¢) h It
) (v VJ_9><) _9><)og3( )

{x —4>0 {x<—2vx22
a =

x—2

=,

U

el I e I C Ok

2 —4> P-4< <-2vx>2 [-2<x<2
b) x2 420:> 4_Ov . 4_Ov:> o vy % o =x<-3v-2<x<2vx>3,;
X" — x*=9>0 x*=9<0 x<-3vx>3 -3<x<3
x+1 x+1>0 x+1<0 x>-1 x<-—1
) —>0= v V= v =>x<-lvx>2
x—2 x—2>0 |x-2<0 x>2 x<2
a) ki(x) =logsx-1(4x + 1); b) k2(x) = In[In(2x - 5)]
3x-1>0 x>1/3
1 2 2
a)<3x—1#1 =><x#2/3 = 373 U §;+oo ;
dx+1>0 x>-1/4
2x-5>0 x>5/2 x>5/2
= = =x>3
ln(Zx—5)>0 2x-5>1 x>3
Jx+1—-/x- x+tan(x In(2x+1
) ml( ) 3 b) m ( )_ . ( );c) ms(x): ( _);d) m4(x): \/;—1
R sinx) Jx—2+1
x+1=20 x>-1
x#=xw/2+kr x#mw/2+krm T
a) 3 x—120=7x>1 =x>1;b) < . =>x#k—;
Szn(x);tO x#krm
x>0 x>0
2x+1>0 x>-1/2 x>-1/2
In(2x+1)=0 2x+1>1 £>0 x>0 x>0
c) = = =x>2;d) =N —x>1
x=220 x>2 x>2 —1>0 |x>1
YVx=2+1#0 [Vx=2+1#0 x22

a) p, (x):«/logs(x—2)—l;b) pz(x)zcot(Zx)—%;c) ps(x)=(x+1)" +In(3x+1)

x=2>0 x>2 {x>2 {x>2
a) = = = =>x2>7;
logs(x—2)—-1=0 logs(x—2)>1 x—22>5 x=7
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C. Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Vol 5 — Capitolo 9 - Unita 2

2x =k x#km/2
dx+1=0 x#-1/4

x+1>0 x>-1 1
C) = =>x>——
3x+1>0 x>-1/3 3

12. a) rl(x):ln(xz—4)—#_li/;;b) rz(x)zi/1+ln(x2—16)—é/;_5
X - X

3+x°
a) (2; +o0); o
L£0 x £0
Hda. {eatzo 5 4 et Vi
120 rZo
3tutto %((%22

b) k?lf (4/7“00}

e

13. a) ql(X)=\/x3—2+ln(x2+1)+—39x_7 1) ¢, (x) =Y r9 43 24+ D)
—X

2
X—X

¥-2>0 [x>32
2 3 . . .
a) I x +1>0= Vxe]R:>|:x/§,3)u(3,+oo),
9—x*#0 x#13
3x7 =220  |[x<—J2/3vx>4/2/3
b){ x—1>0 =7 x>1 = x>1
x—x"#0 x#0,x=1

3 —_ —
14. a) sl(x)zx/3x—2+ln(5x+l)——;x?;b) s, (%)= 7";
—X

4x—
Ll wdvi>?Z
9x-3 ] 1 J2L
Eopreed — viER (A:}—/] °
anbx-1#40 x£L2VT5 -7,
< N5
1l U2V -2 el vy 3 ”
V{Q 3 %C é—;\/ C{QK&{]/%?/: (_oq,_é)(/(\i//l (_/
(3 3 B
V(21 |
a) 712) v (1
Tx—1
4320 x<3/4vx>1/T

b) X =x+3>0 =>{VxeR (A<0):>(—oo;—z]u(—%;l}u(%;lju(lﬁw)

3xP—x-2#0 x#zlL,x#-2/3

15. a)¢, (x) _ (xz +3)sin(x) +Sin(x)xz+l :b) 1, (x) _ (x2 _x)«/f +(x3 +1)3/5

[a) (2km;2kz + 1),k € Z;b)(—o00;0) U (1;+00) |

16. p(x) =log , (x3 —2)+ Jx-1-2

17
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—_—

170 xZ-1¥e 21 e -
SRV YY) pd 212
boazo Ao, — )

(Ti-1 -12 0 (T 22 0/ VK~ 2,

Y-V — i b -
21#1@ E e -2 le 26
A>9;

SEEY: 1eis

ﬁdél 2(225 . 2:25.7;_@03
£
17.  v(x) = sin”!(x* — x) (ricorda che il dominio di sin~!(x) & [-1; 1]

1-+/5 1++/5
Tox-1<0 |—=<x< -
—lﬁxz—xslz{xz o y ={ 2 . 7 = #;14‘2\5
YoxHE0 g er  (a<0)
18. a)f(x) = sin”'(2x* —3x + 1) + cos'(2x — 3); b) u(x) = sin"'In(2x + 1)
2x’ =3x+220 [VxeR (A<0)
—1<2x* =3x+1<1 2x>=3x<0 0<x<3/2 3
) = = =| L=
-1<2x-3<1 2x—-4<0 x<2
2x-220 x21

—_— _1 —
—lsln(2x+1)£1 e <2x+1<e I+e <x< I+e e'—1 e—1
b) = 2

2x+1>0 1/2 - 2 27
x+1> x> c>_1/2

19. a) w(x) :1/Sin_] (1—3x) ; b) z(x)=ln[cos"1(4x+1)]
-1<1-3x<1 -2<-3x<0 0<x<2/3
. = = = =
sin” (1-3x)20 = [0<1-3x<7/2 x<-1+7/2 ~|1/3-7/6<x<1/3
—-1<4x+1<1 —-2<4x<0
4 =
cos (4x+1)>0 -1<4x+1<1

nel suo dominio
Determinare ’insieme di esistenza delle seguenti funzioni

Ji-]Bx+1] b () J2x+1-]x-3 o J7x+1-[5x+2]
b) F(x) = c o) £(x) =

0<x<2/3 { 1}

= —1/2<x<0. Ricordiamo che cos !(x) ¢ sempre positivo

20. a) f(x)= H =
2x+1~[x—7] [x—[3+ x| —[2x+9 Bx+1 =[x+
-1<3x+1<1 -2<3x<0
1-3x+1]>0 Bx+1<1
=< 2x+1l#zx-7 ={-3xz-8 =
|-2x+1|—|x=7|#0 "~ ||-2x+1]|#[x-7|
2x+1#—x+7 —Xx#6 .
2 —2/3<x<0 ’
=< x#8/3 =-2/3<x<0
x #—6

18
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2x+1>2x-3 ([2x+1>—-x+3
v
x=32>0 x-3<0
2x+1-|x-3[=0 2x+1>|x-3|
x>-3+x [x=>3-x
x—|—3+x|20 = x2|—3+x| = 3 >0V 3 0 =
—3+x> -3+x<
Jx——3+x—2x+5 #0 «[x——3+x¢2x+5
| -l | | #] | x—|—3+x|;t(2x+5)2
x>-4 [(x22/3
v
x>3 x<3
x2>23v2/3<x<3 x>2/3
0>-3 [x>3/2
= v =x23v3/2<x<3 =x>3/2 =
x23 x<3 4% +19x+25 % —| -3+ ] 2 :
X X —|-3+x _ _
x—|—3+x|¢4x2+20x+25 4x" +19x+25#3 x, 4x" +19x+25#-3+x
—3+x2>0 —3+x<0
b) x>2/3 x>2/3
=4 x23/2 =><ix23/2 =x>3/2
2 10 11 2 9 14
B +20 x+ 2R ¢0V X+ x+28 #0 x¢_5i\/§ VxeR=#0
x>3 x<3 2 x<3
x>3

Tx+1-5x-2>0 (7x+1+5x+2>0 x>1/2 x>-1/4
7x+1—|5x+2|20 % vV
=< |5x+2>0 5x+2<0 =< |x>2=-2/5 |x<=2/5=>
Bx+1| #|—x+5|

c) 3x+1#-—x+5v3x+1#x-5 x#lvx#-3

>1/2
:{x> / :[%;lju(lﬁoo)

xzlvx#-3

. sl o 3] _ x-[ra]
. a) f(x)_|—x+2|—|3x—8|, )f(x)_|_5x+3|_|8x_2|7c) f(x)_|5x_8|_|_3x+2|

3+5~ [Gutil> INE 3G 4%/ y f}){jkg S~ k]

0 A5 Dl >
2 // $xrico ::p

(SR —l3n-p| F o | GAHI 2

X <4 x>~-67 |
%%z—f\/ Yooy SPfskeqV G-§enct ) bzl t et

=

4

¥
WA
“*%

| ¢
¢ 3

el ?’“*2;/31»7? Vo K-2 ;fzx-ao:p k*%w# =

” “fercy (ﬁgé}u(g%%d N

£S5 a3
a) E L

3—4x-7>20 |[3+4x+7=0 x<-1 x>-5/2
3—|4x+7|20 vV v
=< 4x+7>20 4x+7<0 =< |x>-7/4 |x<-T7/4 =
b |-5x+3| % [8x -2

—Sx+3#8x—-2v-5x+3#-8x+2 x#5/13vx#-1/3 ;

—T7/4<x<-1v-5/2<x<-7/4 —5/2<x<-1
=-5/2<x<-1

=
x#5/13vx%-1/3 x#5/13vx#-1/3

19



Vv Vv
7x-120 Tx—-1<0 x>1/7 |x<1/7=
S5x—8#-3x+2v5x—-8#3x-2 x#5/4vx#1/3

- 1/7<x<1/6v1/8<x<1/7 - 1/8<x<1/6
x#5/4vx#1/3 x#5/4vx#1/3

4x—-3+|6x+7 3 4 7
SR O Al e IRl |, o oYl

x=7x+120 [x+7x-1=20 x<1/6 [x=21/8
{x—|7x—1|20 N N

|5x— 8| #|-3x+2|

=1/8<x<1/6

2x+1]+|-3x 2| |x —9|—|4 /| —Sx+1[—x
4x-3+6x-720 |4x-3-6x+72>0
4x—3+|6x—-7|20= Y
6x—-72>0 6x—-7<0 ) ] .
a) , 11 denominatore ¢ sempre non
x>1 x<2
= % =>x27/6vx<T/6=>VxelR
x27/6 |x<7/6

nullo perché somma di due quantita non negative che non si annullano contemporaneamente;
J7+ | —2x+ 3
b) f(x)—| 9| |4 |x 9| |4x+5|:>x 9#4x+5vx—-9#-A4x-5=>x#-14/3vx=4/5, il
radicando ¢ sempre non negatlvo, perché somma di due quantita non negative;
3x—4x+720 [3x+4x-720 x<7 x>1
v v
3x—|4x—7|20 4x-720 4x-7<0 x>7/4 |x<7/4
= =
|—5x+1|—x>0 {—5x+l—x>0 { 5x—1-x>0 {x<1/6 {x>1/4
v

c) v
—S5x+1>20 —Sx+1<0 x<1/5 |x>1/5

T7/4<x<7v1<x<7/4 1<x<7
= f—
x<1l/6vx>1/4 x<1l/6vx>1/4

1413 4 —3—-—4x-1
2. ) fr)= L by e B oy 3]

=1<x<7

|q—p-x+| lc+2]+ | J4x +1]-2 e +1| = [2x -7
3x—5-4x2>20 [3x—-5+4x=>0
3x—5-|4x20 x20 “x<o0
= =
|-x|-|-7x+3|>0 x+7x-320 [-x+7x-3>0 [-x-7x+3>0
x<0 MNos<x<3/7 x>3/7
a) Non abbiamo conti-
x<-5 [(x=5/7
{xZO V{x<0

Vv v
0<x<3/7 x>3/7

nuato perché la prima disequazione non ha soluzioni, quindi non ne ha I’intero sistema;
x+143x+4>0 {x+1—3x—42 0 {xz -5/4 {xé—3/2

x>3/8 [x=>21/2 x<3/8
x<0

v v
3x+4<0 x=>-4/3

x+1+|3x+4|20 {3x+420 x<-4/3
= =
|4x+1|—220 4x+1-2>20 |-4x-1-220 x>1/4 x<-3/4 )
vV Vv , 1l de-
4x+1>0 dx+1<0 x>-1/4 |x<-1/4
x>-5/4vx<-3/2 3 3
=>x<L—-——Vv—<Lx<——VvXx2>2—
x2>21/4vx<-3/4 2 4 4

nominatore essendo somma di quantita non negative che non si annullano contemporaneamente non si
annulla mai, purché abbia senso il radicale;
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x=Tx+1>20 ([x+7x-120 x<1/6 |x=1/8
x—|7x—1|20 v v
=< |7x-120 7x-1<0 =< x21/7 |x<l/7T=>
|5x -8 #|-3x+2)
Sx—8#-3x+2v5x—-8#3x-2 x#5/4vx#1/3
1/7<x<1/6Vv1/8<x<1/7 1/8<x<1/6
= =
x#5/4vx#1/3 x#5/4vx#1/3
x—=3-4x+120 [x-3+4x-1>0 x<=-2/3 |[x=4/5
\Y, \Y,
=14 4x-120 4x-1<0 =>4 |x2>1/4
x+1#2x-Tvx+1#-2x+7 x#8vx#2

=1/8<x<1/6

x—3—|4x—1|20
|x+1| = |2x 7|

{@v@
= =
x#8vx#2

Determinare gli intervalli in cui sono positive le seguenti funzioni

4x -1 -1 X’ — xt—x
24. a)f(X)——z,b)f(X)— 2;C)f(X)=— d) f(x)=-5—
Sx 2x’ 1
[
y XS
; Z
U/ 5,
X’J{Z 0 <4¥ <4
a)
*-1 *-1 <-lvx>1 [-l<x<l
b) * >Ov * <O:> * v v * =Jv-1<x<0
x—x">0 |x—x"<0 O<x<l x<0vx>1
<1—J§ >1+J§ 1—J§< <1+J§
¥ —-x-1>0 [x’-x-1<0 o 2 v 2 2 . 2
\ = \ =
5x°—4>0 5x°-4<0 <—ivx>i _i<x<i
2 f 5 FG
= )C<—i VX > 1+\/_
NG
4 - x<0vx>l 0<x<1
g ¥ X0 ¥ a0 = x>1v0<x<1/2
2x°-1>0 |2x° —1<O JI1/2
x> +1 -1 X +x
25. a)f(x)— b)f( )——29 )f(x)—— )f() S tr_1

a) Sempre posmva, dato che numero e denomlnatore sono entramb1 sempre positivi

x*=5>0 x*=5<0 :>x<— 5va>a/s ~5<x<5 B
M v
b) 1-3x+x">0 [1-3x+x"<0 x<3_\/§vx>3+\/§ 3_\/§<x<3+\/§

:3[x<—J§vx>3tj§]v32j§<x<J§

¢) I-x+x’<0=>3,(A<0)

21

x<1/4 =



5 0 5 0 x<-1lvx>0 -1<x<0
X +Xx> X +x<
vV = ___[ _ / vV ___/ _ / f—
{5x2+x—1>0 {5x2+x—1<0 x<—1 5 21vx> 1+2 21 ! 3 21x< 1+2 21

d)

:>(x<—lvx>

_1+2\/ﬁ}/ _1_25 <x<0

26. a) f(x)=Vx+1-4—x;b) f(x)zﬁ;c) f(x)z?jc;lz

x+1>0 x>-1
a)<4—-x>0 =<x<4 :>§<x£4
x+1>4—x x>3/2
2x° =1>0 2x’—1<0 3 3
b){ X > { X < :{x>l/x/§ V{x<l/\/§ N

x>12v-1l<x<

v —_—
¥ =11x-12>0 |x*—11x-12<0 x<—-lvx>12 |-1<x<l12 Ve

x=150 [x=1>0 |[¥>1 |x<l >
c Vv = A% 2=>x>lvx<——
3x+2>0 (3x+2>0 x>—= x<—§ 3
) 4x* +1
27. a)fix)=In(3x*—x—1) —2; b) fix) =log:x) + log23x-1);¢) f(x)= 13
—J3X
1-J13 1+13
{3x2—x—1>0 x<1_\/§vx>l+\/g x< < Vx> <
SR = 6 6 \VJ - 2:
g B —x=1)>2 7 T P ER TG LoV RS T
6 6
1-/13+12¢° 1+13+12¢
x < VX >
6 6
x>0 x>0 x>0 x>0
b) J3x-1>0 —ix>1/3  =ixsl3 =lx>1/3 :>x>1+g/ﬁ
logz[x-(3x—1)}>0 x-(3x-1)>1 3x*—x-1>0 1-J13 1+13
x < 6 VX > 6

¢) 4 —3x > 0 = x <%; il numeratore ¢ sempre positivo
28.  a) fix) =logax-1(5x +2); b) f(x)=log. (3-2x);¢)fx)=logr+5(x* - 16)
{O<4x—1<1 {4x—1>1 {1/4<x<1/2 {x>l/2

a)

V v :@vx>l:x>l
0<5x+2<1 |[5x+2>1 2/5<x<-1/5 |x>-1/5 2 2

{0<x2—x<1 {xz—x>1 (x<0vx>1)/\(1_\/§<x<l+\/§j x<1_\/§vx>1+\/g
v

v = 2 2 2 2 =
0<3-2x<1 [3-2x>1
b) I<x<3/2 x<1
1_\/§<x<0/\1<x<1+\/§ 1—«/5 3 1—\/5
= 2 2 vx< :>1<x<5vx< 5

1<x<3/2

22
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0<2x+5<1 [2x+5>1 —5/2<x<-2 x>-2
2 v 2 = Vv =
) O<x"—-16<1 |x —-16>1 (x<—4vx>4)/\—\/ﬁ<x<\/17 x<—A17vx>+17
c
-5/2<x<-2
= vi>JlIT=>Tvx>Jl17T = x>+/17
—\/17<x<—4v4<x\/ﬁ
lo 4x+3 X
29. a) fix) =logs+2(7x—-2); b) f(x)= g““”( );c) f(x)=
+1 lg4x1(7 2x)
0<3x+2<1 3x+2>1 —2/3<x<-1/3 x>-1/3 3
a v = v SOvi>—=x>—
0<7x-2<1 [7x-2>1 2/7<x<3/7 x>3/7 7 7
0<1lx+12<1 [11x+12>1 (O0<1llx+12<1 1lx+12>1 -12/11<x<-1 [x>-1
0<4x+3<1 v<4x+3>1 v<idx+3>1 vi0<4x+3<1=<-3/4<x<-1/2vix>-1/2v
b) x+1>0 x+1>0 x+1<0 x+1<0 x>-1 x>-—1
—-12/11<x<-1 [x>-1 |
v<x>-1/2 v —3/4<x<—1/2:>®vx>—%v®v®:>x>—§
x<-1 x<-1
0<4x-1<«1 dx—-1>1 0<4x-1<1 [4x-1>1 1/4<x<1/2 |[x>1/2
0<7-2x<1 vi7-2x>1 v<i7-2x>1 v<i0<7-2x<1=<{3<x<7/2 vix<3 v
) x>0 x>0 x<0 x<0 x>0 x>0
1/4<x<1/2 [x>1/2 . .
vix<3 v 3<x<7/2:@v§<x<3v@v@:>5<x<3
x<0 x<0

Determinare dominio e codominio delle seguenti funzioni ipotizzando un andamento simile anche laddo-
ve non abbiamo informazioni grafiche. 7., indica i numeri interi relativi dispari.

30. a) b)
a) R>{-1;1}:b) [-2; 1) ul (1, to)> R

31. a) b)
a) R\{— 1}—)[&\{1} b) (foo 2] U [2; +o0)> R?

WA /\/\ A
vV N

R— [-1; 1]

32.

23



33.

34.

3s.

36.

| /
a) 0 1 2 b) ‘.‘ )
a)[1;2] > [1;4];b) [2;-1] U [1; 4] >[4 1] U [1; 4]
1] 2 f
-11;’2 0 _ ‘
2- 1 0 J 1 ! 2 E 1 3
_1- 1 . a 1 2 3
a) b)

a) [-v/2; 0] W [1; e] > [-15 1], ) [152) — [0; +0)

- 2 — 2

a) P b)
R = [4;+0)N Z;b) R >7Z,

1

_— 1
/ T 1 1 T T T H H ‘

1 T - -4 3 -2 -1 0 K T2 ) T4
a) -3 -2 -1 0 1 2 3 b)

a) R—>[0;1];b) R—> {1;2}

Determinare il codominio delle seguenti funzioni

37.

38.

39.

1
D)) =3x =13 D) i) = + 13 O fi) == =3 d) /() ="
x —
a) & una retta non parallela a uno degli assi, quindi R ; b) facilmente si ha: x> + 1 > 1, quindi: [1; +o0);
¢) facilmente si ha: —x? — 3 <3, quindi: (—o0; —3];

[

S 1
d) Risolviamo: y:x—+1:>x(y—1):y+1:>x:y—+1, che ha senso sempre tranne che per y = 1,
x_ —

<

quindi: R\{1}
1

D)) = (6 35 b)) = xt+ 4+ 53 0) () = 3 d) fle) = !
X

a) facilmente si ha: (x* + 3)?>> 32 = 9, quindi: [9; +o0); b) facilmente si ha: x*+ 4x*> + 5 > 5, quindi: [5;
1

+o0); ¢) facilmente si ha: x>+ 5> 5= 0< s < % , quindi: (0; 1/5]; d) Gli esponenziali sono sem-

X+
pre positivi, quindi (0; +oo)
a) flx) = sin(3x — 1); b) fix) = 3sin(4x); ¢) fix) =2+ 15 d) f(x)=/x+1
a) Il seno, quale che sia il suo argomento, ha codominio: [-1; 1]; b) Da a) dato che vi ¢ il fattore 3, di-
venta: [-3; 3]; ¢) Esponenziale: (0; +0); d) Il radicando ¢ definito per x > —1, per questi valori il radi-
cando assume tutti i valori da 0 in poi, quindi: [0;+0)
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40.

41.

42.

43.

44,

-1
2x* +3
a) secante e cosecante hanno codominio (—oo;—l]u[l; +oo); b) il radicando non si annulla, ma ¢ sem-

a) fix) = escRx—1); b) f(x)=v2x"+5;¢) fix)=1-cos(-x+5);d) f(x)=

pre maggiore o uguale a 5, pertanto: [\/g ; +oo) ; ©) per quanto detto su seni e coseni si ha: [1 —1; 1 —(—
1 1

D]=1[0;2];2x*+323 = ——<————<0
3 2x°+3
1 )
a) f(x)= preRemmil) f(x)= Tareos(an) @ /= x+x

a)—-1=2-3<2+3sin(x)<2+3=5=-1<2+35in(x)<0= <1,0<2+3sin(x) <5

2+3- Szn( )
= ;'Zl:cod(f):(—oo;—l]u{lﬁooj

2+3~sm(x) 5 5
b) -1 <cos(2x) <1 = 4 <4cos(2x) <4 = 4 < 4cos(2x) <4 = 3 <1 -4cos(2x) <5=1 -

4cos2x) < 5 = ;213_—2S—2, -3 < 1 - dcos(2x) =
1—4‘cos(2x) 5 1—4‘cos(2x) 5
1 L, =2 2

1—4-cos(2x) 3 = 1—4-c0s(2x) 3

c¢) Dato che il dominio ¢ x > 0, si ha anche x+ Jx>0: R;

a) f(x)=1fsin’ (4x+2)+13b) f(x)=[1+2-cos(x*) ;5 €) flx) = sin~'Gx + 4)

a) -1 < sin(dx +2) <1 = 0<sin*(dx +2) <1 =1 <sin*dx +2)+1<2 =

1< |Jsin’ (4x+2)+1<425 b) -1 < cos(®) < 1 = 1 — 2 <1 + 20563 < 1 + 2 =

OSJ1+ZCOS x? S\/g;c)—n/2§sin’1(3x+4)§1t/2

a) fix) =sin”1(x?); b) f(x)= In(x) s¢) f(x)=4/sin” (x); d) fix)=In[cos'(2x—1)]

5

1+ln( )
a) 0 < sin”'(x?) < m/2;
b) y:%:ln(x)-(l—y)zy,x>O,x;te_l :>ln(x):%,x>0,x;ate_1 :>x=efy =>y=zl

¢)— w2 <sin'(x) <2 = 0< [sin” (x) <N7/2;

d) 0< cos‘1(2x — 1) <n= In[cos'(2x — 1)] < In(m)

22 Jx
D £S5 S (1) =2250 £ (1) =
a) dom(f): X + + 2,
2
y=)):2:‘11:>yx2—4y—x2+1:O:>(y—1)x2:4y—1:>x=_ :ygivy>1

2 —ytyy* +8+4
b)y:x1 2:>y—xy—xz+2=O,x;at1:>x2+xy—2—y:O:>x: Y y2 y:>_

=1 +4y+820=>A=16-32<0=VyeR
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45.

1+4/1-4y N

y=£:>xy+y \/_—O:>(«/_ )yz —-z+y=0=z=
x+1

2y
5 1< <1
o) 1-4y" >0 _E_y_E
=1 144f1-4y2 1-J1-4y> = =
. Y oy : Y o y>0v{1—,/1—4y2zov{l—,/1—4yzso
y y 0 0
y> y<
1 1 1 1
——<y<— ——<y<—
PR PR —%g < ey
= 5 5 = =0<ys—
_ - VyeR =0
)50y f2)-4y* [f<f-4y o [VER [y o0
y>0 y<0 y>0 y<0
x*+1 X +x+1 xt+1 x —x-—1
a)f(x)_ 2;b)f( ): 2’c)f(x): 7 )f() 2
3— 1- 5-2x 2—
241 -1 -1 1
) y=2 21y =3yt P2 gy
3—x I+y I+y 3
X x+l ) —l—y [l 42y — 444y
y=—2:>(1+y)x +(1+y)x+1—y:O:>x: =
b) l-x—x 2+2y '
—1-y+5y°+2y-3 ’
= TYENVHRINT s s 350,y 1= y<—lvy2
2+2y 5
xt+l S5y—-1  S5y-1 1 1
c) y= =(1+2y)x* =5y-1=x=+4 = >0 y<——vy>—;
) y=g5 g = (1 2)xt=5y 142y 142y STV ES
2_ 1+ J1+4(1+y)(1+2 1+4/8V2 +12y+5
d) y:'xz—')czl:(l_i_y)xz_x_l_zyz():x: \/ ( y)( y): Y Y —
— X

I+y I+y
=8y +12y+520,y#-1=>A=144-160<0,y #—1=> y = -1
In effetti perd se y=—1,siha: —x—1+2=0= x=1, quindi il codominio ¢ R

Determinare i valori del parametro reale m, in modo che il dominio delle seguenti funzioni sia R

46.

47.

a ——— 4x’ ~3x 3 b) Ymx® +x+m ; ¢) In(mx? +2)
Tmx® =3x+1
3+9-28m

a) Deve essere 7Tmx* —3x+1#£0 = x # am quindi dobbiamo fare in modo che il radicando

sia negativo, in modo tale che non dobbiamo escludere alcun numero, pertanto deve essere: m > 9/28;

m>0 m>0
, = =>m>—,
A=1-4m" <0 m<-1/2vm>1/2 2

m > Y. Se m =Y si ha: x> + 2x + 1 che & sempre non negativo, pertanto deve essere m > 1/2;

b) Deve essere mx? + x + m > 0 per ogni x reale = {

. 2 L
¢) Deve essere mx? + 2 > 0, percio se m > 0 va bene; se m <0 = x° <—-—, e quindi non va bene per
m

ogni x, pertanto deve essere: m > 0
3x* —2x

a) ————— b) logw+1(mx? — 3x + 2); ¢) Ymx? =1
mx- —mx+1
+m* —
a) Deve essere mx” —m +1#0 = x # m_;n—4m , quindi dobbiamo fare in modo che il radicando
m

sia negativo, in modo tale che non dobbiamo escludere alcun numero, pertanto deve essere: 0 <m < 4;
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mx> =3x+2>0 mx>=3x+2>0(m>0,A=9-8m<0

b) Deve essere { m+1>0 =>m>-1 m>—1 :>m>§. Se m = 9/8,
m+1#1 m#0 m#0

I’argomento del logaritmo diviene un quadrato perfetto che pud anche essere nullo, pertanto non va

bene: m > 9/8;
¢) Deve essere mx> — 1 > 0 per ogni x reale, che non accade mai, perché se m < 0 & sempre negativo,

. f 1 f 1 . o
mentre se m >0 si ha x <—, |[— v x>, [—, pertanto non ¢ possibile rispettare la consegna.
m m

Determinare i valori del parametro reale m, in modo che il dominio delle seguenti funzioni sia quello in-
dicato accanto

2_
48. a) =~ 1,R\{l};b)%,R\{—l;s};c)%,lﬁe\{—i;l}
3mx—1 2 X —mx+2 6x" +mx-3 2°3
2
— — — = :_3
(-1)" —m(=1)+2 0:{m
3¥-3m+2=0

9

a) Deve essere 3m(1/2) — 1 =0 = m =2/3; b) Deve essere {

=>m=7

6(-3/2)" ~3/2m-3=0 {3/2m=27/2—3{m=7
j—
m="7

c¢) Deve essere 5
6(1/3) +1/3m—=3=0 1/3m=3-2/3

49. a)\/4mx - 1,[%;%0) 3 b) In(3 — 4mx), (—o0; —1); ¢) In(3 — 4mx), (—1; +0)

a) Deve essere 4m(2/3) — 1 =0 = m = 3/8; b) Deve essere 3 —4m(-1)=0=>3 +4m =0 = m = -,
dobbiamo pero controllare se il dominio ha —1 come estremo superiore o inferiore. Si ha /n(3 + 3x), il
cui dominio ¢ 3 + 3x > 0, cio¢ x > —1, quindi il problema non ha soluzioni;

c¢) Tenuto conto del caso b) stavolta va bene m =—-3/4

Iniettivita e suriettivita di una funzione. Funzioni invertibili

Tenuto conto del grafico, stabilire quali delle seguenti funzioni sono iniettive nel loro insieme di esistenza

T
\ 1] |

34

1. a) il 0 1 T2 T3 b) 2 ) o 1 2 c) -2 - 0 1 d)
Basta considerare quelle curve per cui una qualsiasi parallela all’asse x le incontra al piu in un punto,

quindi le risposte son: a); ¢); d)
T

1

2. a) ’ b) ¢) A d)

Ragionando come prima: c)

Stabilire quali delle seguenti funzioni sono iniettive nel loro insieme di esistenza
24x+5
30 ()= g s DAD =510 M) =~ 15 .d) £ (x) =Vx —x; 9 fl) = e
x —
24x,+5 24x,+5
a) L= =222 o 29, +85x, — 231y, 45 = 28 xx, +85x, —231x, 45 = 316x, =316x, = x, =1x,

17x5,-9  17x,-9
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C. Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Vol 5 — Capitolo 9 - Unita 2
iniettiva;
b) 5x1 — 1 =5x2— 1 = x1 = x2, iniettiva;
¢) x2 ™ =x2 N = x, = +x,, non iniettiva;

d) Non iniettiva. Per esempio: Vx* —x =0=>x=0vx=1;

e) er—l =eZy—1 =2x—1 =2y_ 1 =>Xx=Y, iniettiva;
4x-1 X+l

W)= /()=

5 0) flx) =x3% d) fix) =2x* —x + 15 e) fix) =sin"!(x +3)

4x, -1  4x, -1 ST
a) T _hT o —11x, +12x, 45 = —11x, +12x, 45 = 23x, = 23x, = x, = x, » INiettiva;
x,+3 1lx,+3 m 2 17/3/ m 1 27/3/ 1 2 1= %
2
L | 1++/5
b) Non iniettiva. Per esempio: :1:>x2—x—1:0:>x:T\/_;
X

¢) x> =3° = x =y, iniettiva;
d) Non iniettiva. Per esempio: 2x> —x+1=1=x=0v x=1/2;
e)sin\(x+3)=sin'(y +3) =>x+3=y+3 = x =y, iniettiva;

a) f(x)=vx +13b) flx)=|xl; ) f(x)=Vx*~1354d) f(x)=

1 ) = In(2 + 2)

x—1

a) \/xf +1 :\/xg’ +1=x +1=x +1=x’ =x] = x, = x,, iniettiva;
b) Non iniettiva, per esempio |3| = |-3|;
¢) Non iniettiva, per esempio~/1° —1 = %/(—1)2 -1=0;

Bl 1 U3 1

-3-1 2" -1/3-1 2’
e) Non iniettiva, per esempio n(2>+ 2) = In((=2)*+ 2) = In(6);

d) Non iniettiva, per esempio

Determinare una restrizione delle seguenti funzioni affinché esse risultino iniettive, ovviamente le rispo-
ste possono essere infinite, noi proponiamo quelle pin “ampie”

s e e . . . . - g T« s 2 4 e ] 7
~. ~ 5 -4 -3 22 0 1 _—
~. s L AN
‘\\\ ; / —" e N\

A\t 3 o -2
{ \ /

| ] | : : \

) 2 [l" [ T 2 3 2L\

/

a) b) 4 [l :
a) Basta considerare x < 0, oppure x > 0; b) Basta considerare x <—1, oppure x > —1; ¢) Basta conside-
rare x <0, oppure x > 0

0 T T z/f s 5 N
a) ) = by = = I ERE I
a) Basta considerare x < 2, oppure x > 2; b) Basta considerare x < —1, oppure x > 1, o ancora [0; 1] e
cosi via

Stabilire quali delle seguenti funzioni sono suriettive su tutti i reali

Basta vedere quali grafici hanno punti tracciati per qualsiasi ordinata visibile

//2 7.\\\
0 / 2 \\
4 3 -2 1 0 1 o Y \\
-1] ' ﬁ" 3 k o
3 T 1 0 2 \/ ot
2] .‘.‘_. 2 1 0 1 . F 1
8. a) 1) c) ] U d) i e) ;
Solob)ec)
Livello 2
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x+5 x* -1

- ) /(x)= DA =236 90 =¥ - 1) £ (x) =V 150 7 (¥)= 3

+ . .
a) y:x—f:x(y—l):5+y:>x:y—+i:>y¢1,nonsurlettlva;
x— y-

b) y= 2—-3x = x=2/3 —y/3, suriettiva;
¢) Non suriettiva perché assume solo valori negativi;
d) Non suriettiva perché assume solo valori non negativi;

2
e) y:x2 lj(y_l)x2:_1_3y:>x:i 3er1:—lSy<1,nonsuriettiva;
x°+3 1=y 3
2
1
10. a) f(x)=23x +21;b)f(x)=x3+x—1;c)f(x)=x2—5x+6; d) f(x)=Yx-15¢€) f(x)=— 1
X X"+
2 —
a) y=2x +1:>2x2—3yx+1+2y=0:>A=9y2—8y—820=>y54 \/@VJ’ZLH@a non su-
3x-2 9 9
riettiva

b) y = x> + x — 1, ha sempre soluzioni per ogni y, perché equazione di grado dispari che ha sempre al-
meno una soluzione reale, suriettiva;
¢) Non suriettiva per esempio -1 =x*> - 5x +6 => x> —5x+7=0=>A=25-28<0;
d) y= Ix-1=x= y® +1, suriettiva;
) Non suriettiva perché assume solo valori positivi;
11.  a) fix) = |x| - [2x + 1|; b) fix) = S + 1)%; ¢) fix) = In(3x +1); d) f(x)= e" 5 e) fix) = tan(dx — 1)

a) Non suriettiva, perché non assume valori superiori per esempio ad 1;

b) Non suriettiva perché assume solo valori non negativi,

c)y=1InQ3x +1) = x = (&' — 1)/3, suriettiva;

d) Non suriettiva perché assume solo valori positivi;

e) Suriettiva perché la tangente assume tutti 1 valori reali;
Dopo avere verificato che le seguenti funzioni sono iniettive, determinarne le funzioni inverse nel loro in-
sieme di esistenza
Lasciamo le verifiche di iniettivita per esercizio, sono del tutto simili a quelle degli esercizi precedenti

Tx+2 1 4
12. ) f(x)=5b) g(x)=2x -3 0) h(x)=log, (Vx)
_ Tx+2 B _ -1 _ x+2
a) y—15x_1:>(15x 7)y—x+2:>f (x)—15x_7

1 4 NN 8
b)y—Ex—§:>g (x)—2x+3,

c) y:log3(\/;):>\/;:3y:>h_](x):32x

13. a) f(x)z,/i—:;b) g(x)=vx-150) h(x):e%;d) p(x)= Bx+4

=Tx+1
a) y= x—_l:>x__1:y2:(yz_l)x:_l_yZ:f_l(x)=x2+1 x>0
x+1 x+1 1_x2’
b)y:\/x—l:>x—1:y2:>g’1(x):x2+1,x>0;
x+1
9 e =2 (y)= () 1) () 1= 1 (5) =
8x+4 x—4
d) y= =y—4=p'(x)=
)y _7x+1:>(8+7y)x y—4=p(x) S

14. a)fix)=x3+1;b) g(x) =e"™; ¢) h(x) =In(x+ 1)
a) y=x+1= ' (x): JUx—1
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15.

16.

b);y=e" :>1—x=ln(y):>g"(x):l—ln(x)
c) y=ln(x+1):>x+1=ey =h (x):e"—l

La somma di due funzioni iniettive ¢ sempre una funzione iniettiva? Giustificare la risposta.

\/; x<0
\/; x>0

Una funzione lineare del tipo y=ax+b,a+0 ¢ iniettiva su qualsiasi sottoinsieme dei reali. La

No, per esempio f(x)=\/;,x<0,g(x)=\/;,x>0:>f(x)+g(x)=

somma di due funzioni lineari ¢ sempre iniettiva? Giustificare la risposta.

No f(x)=x+1,x<0,g(x):—x+2,x>0:>f(x)+g(x):{x+l x<0

—x+2 x20

Tenuto conto del grafico determinare in quali intervalli sono crescenti, costanti o decrescenti

17.

18.

19.

20.

1.

. i i K T2
[ . A1)
)l )

/

a) Strettamente crescente in tutto il dominio; b) Strettamente decrescente in [—1; 1], strettamente cre-
scente per x <—1 v x> 1

a) / ] b) -3 \ c) 2 N 2
a) Strettamente crescente in tutto il dominio; b) Strettamente crescente per x < 0, strettamente decre-
scente per x > 0; ¢) Strettamente decrescente per x < 0, strettamente crescente per x > 0

aglL_ | 'Ip) ~
a) Strettamente decrescente per x <—1 v 0 <x < 1, strettamente crescente per —1 <x <0 v x> 1;
b) Strettamente decrescente per x < —1 e x >—1, ma non monotona per ogni x, perché non iniettiva

4_

Nl

a) K3 2 a4 0 1 2 b) c) 2 1 — 1
a) Strettamente decrescente per x < -2 v -2 < x < 0, strettamente crescente per x > 0 ma non monoto-
na nel dominio, perché non iniettiva); b) Non crescente in tutto il dominio; ¢) Strettamente crescente
per x > 1/2, strettamente decrescente per x < 2, ma non monotona nel dominio, perché non iniettiva

Verificare se le seguenti funzioni sono monotone nel loro dominio

21.

22.

1 1
a) flx) =4x +1;b) fix) =2-3x5¢) f(x)=—,x>0;d) f(x)=—,x<0
X X
a) Crescente: 4x + 1 >4y + 1 = x> y; b) Decrescente: 2 —3x>2 — 3y = x <y;
c¢) Decrescente: 1/x > 1/y (x> 0,y > 0) = x <y; d) Decrescente: 1/x>1/y (x>0,y>0) =>x<y

a) f(x)=vx3b) /(x)=3=x;0)fx)=dx +1]; d) flo) = 26| - 3x]
a) Crescente: Jx > \/;:> x >y ; b) Decrescente: I=x > J-y=>-—x>-y=>x<y;c
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23.

24.

25.

26.

c) non monotona: 0>—-1e |4-0+ 1| <|4(-1)+ 1|, mentre I >—1 [4-1+1|>4(-1)+1];
d) non monotona: 0>—-1¢2-0/—3-0[=0>]2-(-1)|—[3-(-1)]=-1, mentre 0<2e0>2-2|—|3-
2|==-2
a) fix) = 2515 b) fix) = 32755 ©) fix) =2 ); ) fix) =T+ L
a) Crescente: 21> 2""! = x> y; b) Decrescente: 32 ¥>32 " =2 —x>2 -y = x<y;
¢) non monotona: | (—1)2]>[0?]=0=10,32] <[ 12]; d) Non decrescente: si consideri il grafico
x+1 x<1.b 3-x x<2 —3x+1 x<0
2 f(x)_{3x+2 v21 f(x)_{2—3x v>3'9 f(x)_{ x-2 x20
a) Crescente, le due semirette hanno coefficienti angolari positivi, quindi sono crescentie 3 +2=5>1
+ 1 =2; b) Decrescente: le due semirette hanno coefficienti angolari negativi, quindi sono decrescenti
e3-2=1>2-9=-7;c)Nonmonotona: 0 >-1e-2<4, mentre0<le—-2<-1

5 -0 2" x<0 .
X X —x- x<0
) /(%) {x+1 x=0 ) (%) 3 x>1 ) /(%) {x+2 x>0
X

a) Non monotona: 0 > 2 e 1 <(-2)>=4, mentre 5> -2 ¢ 6 > (-2)* = 4;

b) Non decrescente: perché 2* <2 < 3* nei domini indicati, ma in [0; 1] la funzione ¢ costante;

c) Crescente: dato che x + 2 ¢ crescente, cosi come —x* per x < 0, e la prima ¢ sempre maggiore della
seconda, tenendo conto che 0> =0<0+2=2

I 1 1 27 x <2 37 x<0
Y f(x):{zn—(;c))c L f(x):{lz(x)ﬂ o9 f(x)z{s-szz;d) f(x)=1-2 0=x<l
27 x>1

a) Non monotona perché non iniettiva, si tenga conto che entrambe le funzioni singolarmente sono de-
crescenti, ma sono entrambe negative; b) Crescente: si tenga conto che entrambe le funzioni singolar-
mente sono crescenti e /n(1) + 1 = 1; ¢) Decrescente: dato che 27 & decrescente, cosi come 3™ e 272 =
1/ 4 >372=1/9; d) Non monotona perché mentre 2<%e3?=9>2>2% perx<0,ma0<'e3°
=1<2

Particolari simmetrie delle funzioni

Tenuto conto dei grafici, determinare quale di essi rappresentano funzioni pari o dispari

Dobbiamo controllare eventuali simmetrie rispetto all’asse y (f. pari) o all’origine (f. dispari)
\

1.

2.

3 : / / 3 /
1 1 2 g /
1 / / \
\/2\/ /f : /‘/ \\ 4 /
‘ , 0 / \ /
1] -2 -1 0 1 -2 —|/‘ ‘ 0 1 /// \ N
1 / -1 : 0 1 2 \
- & - ,"‘; 2 2 S z 0 T T2
a. ' |° ' |b) c) [ d) B e) '
a) pari; ¢) dispari
1/ 2] I ~IA : /
/ / { \
o 1] n""; I‘I 2 I‘I 1/0y iE
2 o 1 2 -1 / [ ‘ ‘
- | | ! l -1
/S : 0 ,;'; 1 ‘ ‘
I/. - T i ’\-1‘—/ \_/l T i /: 2 ! 0 |
a)l_ by~ ot ol [ e

a) dispari; b) pari; ¢) dispari; d) pari; e) dispari

Determinare quali delle seguenti funzioni sono pari o dispari

3.

a) i) =32 + [x + 23 b) £ (x)=V2x" —x7 +1;5 ¢) flx) = 32— 1| + 2 — 1]

a) fl=x) = 3x% + |-x + 2| £ /x) e £ -Ax)
b) pari perché contiene solo potenze pari di x
¢) pari perché contiene solo potenze pari di x
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a) f(x)=3/m;b) f(x):;x4_7:13,;c) f(x):x;x

a) dispari perché contiene solo potenze dispari di x;

b) pari perché contiene solo potenze pari di x;

c) dispari perché contiene solo potenze dispari di x

a) fix) = sin(2x + 1); b) fix) = In(x® + 1); ¢) f(x) = |cosB|x - 2)|

a) l=x) = sin(-2x + 1) # fix) e # —f(x)

b) pari perché contiene solo potenze pari di x

¢) fl=x) = |cos(3l-x = 2)| # fix) e # fx)

a) f(x)=e 5 b) f(x) =V +1-\3x" —x* =25 ¢) i) = Bx — 1| — [3x + 1

a) f(-x)= et +f(x)

b) pari perché contiene solo potenze pari di x;

¢) dispari: f{—x) =|-3x— 1| — |-3x + 1] =|3x + 1| — |3x — 1| = —f(x). Si tenga conto che |f(x)| = |-A(x)|

a) fix) = sin(x?); b) f{x) = sin 1 (x%); ¢) fix) = sin~!(x?)

a) pari perché contiene solo potenze pari di x; b) dispari perché contiene solo potenze dispari di x; c)
pari perché contiene solo potenze pari di x

2) f(x)z ‘x +l‘—|x+l|

3 b) flx) = |ax — b| — |ax + b|; ¢) fix) = |ax — b| + |ax + b|

B ‘—x3 +1‘—|—x+l|

a) f(_x) ;tif(x)

b) dispari: fi—x) = |-ax — b| — |-ax + b| = |ax + b| — |ax — b| = —£x)
c) pari: f(-x) = |-ax — b| + |-ax + b| = |ax + b| + |ax — b| = f(x)

Determinare, se esistono, i valori reali da assegnare ai parametri affinché le date funzioni abbiano la
simmetria richiesta

9.

10.

11.

12.

13.

ax

a) fix) = 3ax’ — 2x + a — 1, dispari; b) fix) = 2a + 1)x* — 2x* + 3, pari; ¢) f(x)= ezx—_ki , pari
e —

a) Dobbiamo eliminare 1’unico termine di potenza non dispari, ossia il termine noto: a = 1;
b) Dobbiamo eliminare 1’unico termine di potenza non pari: 2a +1=0= a =-1/2;
c¢) Non ¢ possibile perché i termini noti non possono essere eliminati
a) fix) = (@ — Dx* + x* — x + 2, dispari; b) fix) = (a — Dx* + x3 —x + 2, pari
a) Non ¢ possibile perché possiamo eliminare solo uno dei due termini di esponente pari € nessuno di
quelli dispari; b) Stessa ragione di a)
“+1

a) flix) = 2x5 — [2a + 1| - x> + 1, pari; b) f(x) = [4a — 1|x* - x? + |x| - 1, pari; ¢) f(x)= ¢ T pari

e’ —1
a) Non ¢ possibile perché possiamo eliminare solo il termine di esponente pari € nessuno di quelli di-
spari;
b) Basta eliminare il termine di esponente 3, perché |x| ¢ pari: a = 1/4;
c) Basta far diventare ¢** un termine noto: a = 0
a) fix)=(@*-1)-x5—x3+x—b+2, dispari; b) fix)=a+b)-x>—x*+ (a-b)-x+1, pari
a) Basta eliminare i termini di esponente pari: a = 1, b = 2; b) Basta eliminare 1 termini di esponente

. . {2a+b:0 {2a+a:O {a=0
dispari: = =
a-b=0 a=b b=0
5/ 3 5.3
a) f(x)=3x"—(2h—-1)-X’ +(k-2)- al , dispari; b) f(x)=3x"—(2h-1)-X° +(k-2)- X pari

X X
a) Non ¢ possibile perché non possiamo eliminare solo il termine di esponente pari;
5.3 5.3

I =3x"+(2h-1)-x* +(k-2)- iy

—X X
—1=0= h=1/2, mentre k pud assumere qualsiasi valore

b) f(—x):3x4+(2h—1)~x3+(k—2)~

, quindi basta porre 2/
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

_(k=2)-x

f(x) ) +2h—cos[(h+k)x],pari
f(—x) = %+2h—cos[—(h+k)x:| = %+2h —cos [(h+k)x:| , basta annullare il pri-

mo addendo: k£ = 2, mentre 4 pud assumere qualsiasi valore

a)f(x)z(a—b)x4+(2a—b)~x3 (a-b)x*+(2a-b)-x’-a
(a+b)-x—2b+1 (a+b)-x—2b+1

a—b)x4—(2a—b)~x3—a_ _—(a—b)x4—(2a—b)'x3+a

(
/(=)= —(a+b)-x—2b+1 =/ ¥)= (a+b)-x=2b+1

= (@=8)x" ~(a=b)(2b-1)x" ~(2a=b)(a+b)x" + (2a=bY2b=T)x' ~af-et]x +2ab-a=
2) :ZZ“’&bz\)x\s+(a—b)(2b—1)x4 +(2a—b)(a+b)x4+WM—2ab+a:> ;

(a—b)(2b—1):0 a=bvb=1/2
:>2(a—b)(2b—1)x4+2(2a—b)(a+b)x4—4ab+2a=0:> (2a—b)(a+b)=0:> b=2ava=-b=
—4ab+2a=0 a(1—2b):0

, pari

—4 , dispari; b)f(x) =

a=b b=1/2
=3b=2bvb=-bv a:1/4va=—1/2:(a=b=0)v®
b(1-2b)=0 a=0
per I’unica soluzione possibile abbiamo: f(x)=0, che ¢ pari, quindi nessuna soluzione
b) Tenuto conto di quanto visto in a)
a-b)x*—(2a-b)-x’—a a-b)x*+(2a—-b)-x’—a
(0= —2a+b§x—22+1 - r()-! (i+b;x—2bll

::>(a2 —b2)x57a\—b‘)(~2b—\1)x\4j%«b)—éa’fb’WJr(Za—b)(Zb—l)x3 —a(a+b)'xM=
=—(a?=b*)x* <(@=b}2b=1)x" —(2a=b}aFb)x" —(2a—b)(2b-1)x" +a(a+b) xE2ab=a =

a-b"=0 a=bva=-b
=2(a’ =b*)x*+2(2a-b)(2b—1)x’ =2a(a+b)-x=0=1(2a=b)(2b-1)=0=<b=2avb=1/2=
2a(a+b)=0 a=0va=-b

a=>b a=-b
=b=2bvb=1/2v b=—2bvb=1/2:>(a=b=0)v(a:—1/2,b:1/2)
a=0vb=-b a=0va=-b
Stavolta la soluzione f{x) = 0 ¢ accettabile, mentre non lo ¢ 1’altra, perché si annulla il denominatore
Spiegare perché una funzione definita in [-2; 3] non puo essere né pari, né dispari.
Perché I’intervallo non ¢ simmetrico, cosi per esempio f{3) esiste € f{—3) no
Spiegare perché una funzione il cui codominio é [0; +0) oppure (—c0; 0] non puo essere dispari.
Perché sia f(x) che f{—x), se esistono, sono sempre dello stesso segno
Una funzione non definita solo per x = 0 puo essere pari o dispari? Giustificare la risposta.
Solo pari perché I’unico caso ¢ f{0) che ¢ ovviamente uguale a f{-0)
Una funzione non definita solo per x =1 puo essere pari o dispari? Giustificare la risposta.
No perché non esiste f{—1)
Una funzione non definita solo per x = £1 puo essere pari o dispari? Giustificare la risposta.
Si perché esistono f(—1) e f(1)
Dimostrare che 1a somma algebrica di due funzioni pari ¢ una funzione pari.
Hp: fl-x) = flx) e g(—x) = g(x) = fi—x) + g(=x) = Ax) + g(x)
Dimostrare che 1a somma algebrica di due funzioni dispari ¢ una funzione dispari.
Hp: fl=x) = f(x) e g(=x) = —g(x) = flx) + g(=x) = ) — g(x) = —{fx) + g(x)]

Se una funzione ¢ dispari, il suo valore assoluto che tipo di funzione é?
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Pari: fi-x) = -Alx) = [flx)| = |-Ax)| = [f(x)]

Affinché una funzione sia pari, la condizione che il suo dominio sia formato solo da numeri posi-
tivi, € necessaria o sufficiente?

Nessuna delle due perché il dominio deve essere simmetrico

Una funzione il cui codominio ¢ formato solo da numeri positivi puo essere dispari?

No perché il codominio deve essere simmetrico

Dimostrare che il prodotto di due funzioni pari ¢ una funzione pari.

Hp: fl=x) = fix) e g(—x) = g(x) = fi—x) - g(=x) = fix) - g(x)

Dimostrare che il prodotto di due funzioni dispari ¢ una funzione pari.

Hp: fl=x) = (x) e g(=x) = —g(x) = fA—x) - g(=x) =Ax) - [g(x)] = fix) - g(x)

Dimostrare che il prodotto di una funzione pari e una funzione dispari ¢ una funzione dispari.
Hp: fl=x) = fix) e g(-x) = —g(x) = flx) - g(=x) = fx) - [-g(x¥)] =Ax) - g(x)

La potenza ennesima di una funzione pari che tipo di funzione ¢? E quella di una funzione di-
spari?

Hp: fi—x) = fix) = [f(-x)]" = [f(x)]" se n ¢ pari; Hp: f(—x) =—fx) = [f(-x)]" =— [fx)]" se n dispari
Fornire un esempio che dimostri che la seguente affermazione non ¢ corretta: Una funzione si di-
ce pari se la sua espressione analitica é formata solo da monomi di grado pari.

No, per esempio cos(x) € pari

Una funzione razionale contenente monomi di grado pari e grado dispari puo essere dispari?
Giustificare la risposta.

x*+1

Si, per esempio:
X

Le seguenti funzioni sono simmetriche rispetto a un centro generico, determinarlo.

32.

4x* +9x+7 x*—5x+8 1

e aanes )= ()=

a) Per la simmetria rispetto a un centro (a; b) deve essere fix) + f(2a —x) =2b = x> + 7Tx*+ 15x + 10 +

(2a—x)*+7Qa—x*+15Qa—x) + 10 =2b = x>+ Tx* + 15x + 10 + 8a° — 12a*x + 6ax? — ¥* + 28a* —

28ax + 7x*+30a — +5x + 10 = 2b = (14 + 6a)x’— 4a(3a + T)x + 8a> + 28a* + 30a + 20 —2b =0 =
14+6a=0 a=-7/3

a) f{x) =x3+ Tx?+15x + 10; b) f(x)=

a(3a+7):0 =<a=0v=-7/3(-3;1); quindi vi ¢ una simmetria di centro (—7/3;
8a’+28a>+30a+20-2b=0 |b=11/27
11/27)
X -5x+8 (2a=x) _5(2”_x)+8—2b:0:>(a—b—3)x2—2a(a—b—3)x+2a2—2ab—9a+2b+8=0:>
x—-2 2a—-x-2
b) a-b-3=0 a-b-3=0 b=-3 bea_3
=1a(a-b-3)=0 =<a=0va-b-3=0 =qa=0 V{Zaz—2a(a—3)—9a+2(a—3)+8=0:>
2a*—2ab—9a+2b+8=0 |2a°-2ab—-9a+2b+8=0 |b=—4
= =
2=t +6a—9a+2a-6+8=0  |a=2
Simmetrico rispetto a (2; —1)
b=0
0 L+ 1 _2b20:>2a X +x—8abx + 4bx :0:>2bx 4abx+a:> ub—0=d—bh=0
2x 2(2a—x) 2x(2a—x) x(2a—x) 0
a=

Le seguenti funzioni sono simmetriche rispetto a una generica retta parallela all’asse y, determinarla

33.

7x* —28x+31 2x* —4x+1 2
a x)=——""—"—3b) fix)=In@x*+24x +37) - 2; ¢ x)="—"—3d x)=e"
) f(x) ST gy D)= in( ) ) f(x) R ) f(x)

a) Per la simmetria rispetto alla retta di equazione x = a, deve essere fx) = fl2a — Xx):
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7x* —28x+31 _ 7(2a—x) —28(2a—x)+31 - 7x* —28x+31 7x*+28x(1—a)+28a” —56a+31

2x* —8x+9 2(2a—x)2—8(2a—x)+9 2x* —8x+9 2x2+8(1—a)x+8a2—16a+9

a-2=0
:>(a—2)x—a(a—2)=0:>{ =a=2
a=0va=2

simmetria rispetto la retta x = 2;
b) In(4x> + 24x + 37) — 2 = In[4(2a — x)* + 24(2a — x) + 37] — 2 = 4* + 24x + 37 = 16a*> — 16ax + 4

3+a=0 ) .
+48a-24x+37 =B +ax-a*-3a=0=> 5 = a =-3. Simmetria rispetto la retta x = —
a +3a=0
3;
2x2—4x+l_2(2a—x)2—4(2a—x)+1:>2x2—4x+1_8a2—8ax+2x2—8a+4x+1
X =2x+1 (2a—x)2—2(2a—x)+1 X =2x+1  4a*—dax+x*—4da+2x+1
c) :M+X—l6a X+ I6ax=4x> —8x° —4x+4a2—4ax+)/—4a+2x;l/f:
=W+/—l6a X+ [6ax—=4x —8x% —2x+8a% —8ax+ 2 —8a+4x 4 =
) 1-a=0 a=
:>4(l—a)x+4a —4a=0=4 , = =a=1
a—-a=0 a=0va=1

Simmetria rispetto alla retta: x = 1;
d) e = Qe RS 02 4 Ay 3= (2a- x)2 +4(2a—x)+3, piuttosto che fare i calcoli osser-

viamo che equivale a trovare ’asse di simmetria della parabola di equazione y = x* + 4x + 3, che ¢ x =

42 =>x=-2
1
34. Provare che f (x) = > ¢ simmetrica rispetto a entrambe le bisettrici dei quadranti.
X
SN
4 2x 2y

4x* +9x+7 . P
= )62—)(7 ¢ simmetrica rispetto al centro (—1; 2)
2x" +4x+3

4% +9x+7 +4(—2—x)2 +9(2-x)+7 _,_ 4xX+9x+7 16+16x+4x’ ~18-9x+7 _
2x* +4x+3 2(_2_x)2+4(_2_x)+3 2x* +4x+3  8+8x+2x*—8—4x+3

35. Provare che f(x)

4x* +9x+7 4x+7x+5 8x* +16x+12
= 3 + > —4 = > —4=4-4=0
2x"+4x+3  2x" +4x+3 2x"+4x+3
36. Provare che f (x):% ¢ simmetrica rispetto alla retta x = 4
x =8x+17

Composizione di due o piu funzioni

Dopo aver determinato dominio e codominio delle seguenti coppie di funzioni, stabilire per quali valori di
x é possibile effettuare le composizioni f °g, g° f, quindi determinare le due composizioni. Nelle risposte é
indicata ’eventuale restrizione del dominio.
1. fix)=3x-2,gx)=1/x
Facilmente si vede che f:R - R,g:R\{0} - R\{0}, si ha: cod(g) = dom(f), quindi possiamo effet-
tuare f[g[(x)]] = 3/x — 2, definito ingo f: ]R\{O} — R ; mentre cod(f) ¢ dom(g), quindi dobbiamo ef-

fettuare una restrizione sul dominio di f, per la composizione in ordine inverso. Dobbiamo fare in mo-
do che sia cod(f)=R\{0}, quindi: 3x — 2 # 0 = x # 2/3, percio: f, :R\{2/3} ->R\{0}, cosi:
gll(®)]]=1/(3Bx-2),e fog:R\{2/3} > R\{0}

2. flx)=x*-2,g(x)=3x*-1
Si ha: dom(f) = R,y=x’-2=x=%/y+2 =cod (f)=[-2+0); g:R—R. Dato che cod(g) c
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dom(f), quindi possiamo effettuare f[g[(x)]] = (3x> — 1)* - 2, definito ingo f : R —[-2;+00); si ha an-
che cod(f) = dom(g), quindi possiamo effettuare g[f[(x)]] =3 - (* -2 -1e fog:R—>R.

f()c)=\/4x+1,g(x)=x2 —-X

Si ha: dom(f) = [-Va; + ), cod(f) = [0; +x©); dom(g) = R, cod(g)z[—%ﬁooj, dato che si ha:

1+1+4 1
—y =y e Dato che cod(g) < dom(f), quindi possiamo effettuare

f[g ] «/ x? —x +1—\/4x —4x+ —1/ 2x— 1

che cod(f) < dom(g), quindi possiamo effettuare g[f x ]: (\/4x+1) —(4x+1)=4x+1-+4x+1 ¢

fogi{—%&ooj—{—i;mj
£ (x)=VE=%, g (x) =R T

Si ha: dom(f) = (—o0; 2], cod(f) = [0; + ©); dom(g) = [-1/9; + ), cod(g) = [0; + ). Dato che cod(g) &

y=x"—-x=>x=

o5 si ha an-

dom(f), dobbiamo far diventare cod(g) = [0; 2], per fare ci0 deve essere
Yox+1<2= XZ_1/9:> x2—1/9:d (g,) L1 d i i
x+1< om =|——;— |, adesso percid possiamo comporre:
ox+1<4 |x<1/3 &7 7973 pereio P P

f [g \/ —J9x+1 ; definito in gof: {—— —} — Ry ; mentre cod(f) < dom(g), quindi possiamo

effettuareg[f(x)] = \/9~ 2—x+1,con f°g: (—o; 2] = [0; + ).

Sfx) = sin(x), g(x) = cos(x)

Si ha: dom(f) = dom(g) =R, cod(f) = cod(g) = [-1; 1]. Dato che cod(g) < dom(f) e che cod(f) =
dom(g), quindi possiamo effettuare, f[g[(x)] = sin[cos(x)] e g[f[(x)] = cos[sin(x)], entrambi definiti in
R—[-1;1]

fix) =tan(x), g(x)=2x-3

Si ha: dom(f) = R\{k%,k € Zd} (Z, sono gli interi dispari), cod(f) = dom(g) = cod(g) = R . Dato

che cod(g) & dom(f), dobbiamo far diventare cod(g) = dom(f) quindi
2x—3# k%,k el =>x+# 3+k%,k e Z,, percio nella restrizione dom(g,) = ]R\{3+k%,k € Zd},

possiamo effettuare f[g[(x)]] = tan(2x — 3), definito ingo f : R\ {3 + k%,k € Zd} — R; si ha cod(f) <

dom(g), quindi possiamo effettuare g[f[(x)] = 2tan(x) — 3 definito in fo g : R\ {k%,k eZ d} ->R.

Slx) =sin"'(2x), g(x) =2x -1

Si ha: dom(f) = [-1/2; 1/2], cod(f) =[—n/2; m/2], perché —1 <2x <1 = —1/2 <x < 1/2; dom(g) = cod(g)
= R . Dato che cod(g) & dom(f), dobbiamo restringere il dom(g) in modo che sia cod(g) =[-1/2; 1/2],
cioé —1/2<2x—1<1/2 = 1/4 <x < 3/4, adesso possiamo comporre: f[g[(x)]] = sin '(4x 2), definito

ingo f: D ﬂ - {—%,%} mentre si ha cod(f) < dom(g), quindi g[f[(x)] = 2sin"'(2x) — 1, definito in

e[/ 121> [2-(n/2)-1;2-(®/2)—-1]=[-n—1; m— 1]

f(x) = ln(x2 —l),g(x) =x*—x

Si ha: dom(f) = (—o0; —1) U (1; + ), cod(f) = R ; dom(g) = (—o0; 0) U (1; + ), cod(g) = [0; + ). Dato
che cod(g) oa dom(f), restringiamo dom(g) in modo che
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10.

11.

12.

13.

< >1 —
Vx*—x >1:>{;2 _(jcv_)lc>0:>x<1 2\/§vx>#, adesso si ha: f[g(x)]zln(xz—x—l), defi-

nito in go f': [ A= \/_j [1+2\/§,+oo] — R; si ha anche cod(f) ¢ dom(g), restringiamo dom(f in

ln(x2—1)<0vln(x2—1)>1:0<x2—1<1vx2—1>e:>1<x2 <2vxi>l+e=

—2<x<— 1v1<x<\/5v—\/1+e<x<\/l+e
g[f \/ln ln x —1) definito in fog:(—oo;— e+1]u[ e+1;+oo)—>R

flix)= ezx‘ ,8(x)= ln(4x 1)
Si ha: dom(f) = R, cod(f) = (0; + ©); dom(g) = (1/4; + ), cod(g) = R . Dato che cod(g) < dom(f),

modo che , adesso:

) (4x—1)2 1 .
possiamo effettuare [g(x)]=— definito ingo f:| —;+0 [ > R{; si ha invece cod(f) &
e

dom(g), quindi restringiamo dom(f) in modo che cod(f) = (1/4; +o0): &1 > Y =
In(1/4)+1 In(1/4)+In(e)
2 2

finitoin fog: (Zn(%}ﬁoo} ->R

Six) =sin(4x + 1), g(x) = sin"'(3x - 2)

Si ha: dom(f) = R, cod(f) = [-1; 1]; dom(g) = [1/3; 1], cod(g), =[-n/2; w/2], perché¢ -1 <3x-2<1 =

1/3 <x < 1;. Dato che cod(g) < dom(f), possiamo effettuare f[g(x):l = sin[4sin"1 (3x—2)+1} , defi-
sin”! (1/3) -

nito in go f:[1/3;1] > [-1;1]; si ha invece cod(f) [1/3; 1]: sin(4x + 1) 2 1/3 = xzf,

adesso possiamo effettuare g [ f (x)] =sin”' [3sin (4x+1)— 2] definito in

o s (/3) -1 {_z.z}
fg'{ PR Il R

f(x):\/;,g(x):x2 +1
Si ha: dom(f) = cod(f) = [0; + ®0); dom(g) = R, cod(g) = [1; + ). Dato che cod(g) < dom(f), possia-
mo effettuare f [ g(x)] =+x’+1, definito ing o / : Ry — [1;+); si ha anche cod(f) = dom(g), quindi

x> =lIn (%J , adesso possiamo effettuare g[f(x)] = ln(4ez""] —1) de-

possiamo effettuare g[f(x)] =x+1 definito in f o g:[0,+0) — [I;+o)
x x<0
x)= ,9(x)=3x+1
f( ) {2)6 x>0 g( )
Si ha: dom(f) = cod(f) = dom(g) = cod(g) = R, Possiamo effettuare tutte le composizioni:

f|: (x)] 3x+1 x<0 [ ] 3x+1 x<0 definito iR —s R
& 6xi2 x20° 8L/ 6x+1 x>0 (OO '

x'+1 x<0
(CR R IER
Si ha: dom(f) = cod(f) = R ; dom(g) = cod(g) = [0; + «),. Dato che cod(g) < dom(f), quindi possiamo
effettuare f[g(x)] =—x+1,x2>0, definito in go /' : Ry —(—o0;1]; si ha cod(f) & dom(g), quindi re-

¥ +1>0 {—x2+120
Vv

stringiamo dom(f) in modo che cod(f) = dom(g): = x<0v0<x<l=x<L1
x<0 x>0
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Xt +1 x<0

quindi possiamo effettuare g[ f (x):l = definito in f o g :(—o0;1] —>[0;+o0)
-x*+1 0<x<1

1
4. f(x) _|§ <0 () =in(x)
\/; x>0
Si ha: dom(f) = cod(f) =R ; dom(g) = (0; + ©0), cod(g) = R . Dato che cod(g) < dom(f) possiamo effet-
! O<x<l
tuare f[g(x)] —Jin(x) , definito in go f:(0;+0) — R; si ha invece cod(f) < dom(g),
In(x) x>1

quindi restringiamo dom(f) in modo che cod(f) = dom(g): \/; >0 = x>0, adesso possiamo effettuare

g[f ] ln( )conf g:(0;40) >R
1 x<0
15 f(x)—{x ,g<x>—{

X x>0 x
Si ha: dom(f) = = cod(f) = dom(g) = cod(g) = R . Dato che cod(g) < dom(f), possiamo effettuare
flel(x)] = 1/x, definito ingo f: R\ {0} — R\ {0} ; si ha anche cod(f) < dom(g), quindi possiamo effet-
tuare g[f[(x)] = 1/x, definito in f o g : R\ {0} - R\{0}

16. Se una funzione ¢ invertibile, possiamo dire che essa puo essere sempre composta con la propria
inversa? E in caso di risposta affermativa, che tipo di funzione ¢ la composta?
Si, la funzione f{x) = x

X x<0
!

x>0

Calcolare quanto richiesto
17. a)fix)=x+1,f2(=2)=2;b) fix)=2x—-1,f3(1)=?; ¢) f(x): x+1 f (0)=2

) X)) =ffx)=fix+ D=x+1+1=x+2=f}(2)=2+2= 0,
b) £3(x) = AAfx) =f(f2x — 1) =f22x — 1) = 1) =f{dx —3) =2(4x - 3) - 1 =8x — 7 = f3(1)=8-7=1;

x+1 x+1+x-1

. o) e U | (2% . xtl o 1
O r= (1) o e B e e e
x—1 ey

18. ) fv) = (x+ D% f4-1)=?b) fi) =x*—x, f° Gj:?

a) £ 4(x) = ARAAX)) = AR + DH) = Al + 17 + DD =A{lx + D> + 1P+ 13 = {[(x + D +
D>+ 1P+ 1P = 4D = [+ D)+ 1P =[@+ D] =25
b) 2(x) = ff? —x) = —xP? - (P -x)]= ' -2 + x> - +x]=fx* —2¢° + x] = (x2 —x)* -

202 —xP+ (¥ —x) =
P2 ) G ) e R
2 4 2 4 2 4 2 4 4 4) 256 64 4 256 256
19. a) f(x)=vx"+1, £ (-2) =23 b) fix) =x + x|, f3(-1) = 2 ¢) fix) = sin(x), f3(m) = ?
D) £(£())= (V1) =W+ #1212 = 2 (-2) = VA2 =6

) A0 = fix + ) =+l + e+ | = /1) =1+ |+ 1 L =14 L L 1] =0
¢) /3(x) = fif(sin(x))) = fisin[sin(x)]) = sin{sin[sin(x)]} = f3(n) = sin{sin[sin(n)]} = sin(sin[0]) = sin(0)
=0

20.  a) fix) =x2, f3(x) = 25 b) fx) =x + |x], f"(-1) = ?; ©) fix) = sin(x), f"(m) = ?
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a) fIfifx)) = i) = fx®) = 2% b) ffx)) = x + x| + | x + el = AA-1) =—1 + 1| + [ -1 +[-1]| =0 =
A1) =f0)=0= f"(—=1)=0; ¢) fisin(x)) = sin[sin(x)] = f*(n) = sin[sin(x)] = sin(0) = 0 = f>(n)
= f[sin(0)] = s5in(0) =0 = f"(n) =0

Possiamo dire che[x 2 =[x?]? In caso di risposta negativa fornire un esempio.

No.pe. [V2] =1 =1,[(\/5ﬂ=2

Dato f(x)=10g Tax , dimostrare che f(a)+f(b):f a+b )
1= 1+ab
lo Tta +lo 1+b =lo I+a)fl+h =lo I+b+a+ab
*\i=a S Uy R | Fpny | S E\1b—a+ab
1 a+b l+ab+a+b
+ e —
log| —£ab | _ | _TFFL__|_ (Lbratab
A I+ab-a-b 1-b—a+ab
1+ab

Determinare la legge della funzione [k x|, keN

Noi sappiamo che la funzione rappresenta il massimo intero contenuto nell’argomento, cosi [0,7]1=0¢
[1,2] = 1. Pertanto moltiplicando per un numero naturale k non facciamo altro che suddividere
I’originale intervallo largo 1 (nel caso di k= 1) in k intervalli di larghezza 1/k. Per esempio| 2 - 0,4]=
[081=0el2-0,7]=[1,41=1;13-031=[091=0,[3-05]1=1,51=1el3-08]1=[24]=2 ¢ cosi

k-n+1 n£)c<n+l

k

. L NPT . L ken+2 n+l£x<n+%
via, quindi non ¢ difficile capire che la legge generale ¢ k k
k-n+k n+—kl:1£x<n+1

Determinare la legge della funzione Lk-x] keN
Possiamo tenere conto che si ha [x|=[x]-1 e quindi per quanto visto nell’esercizio precedente la

k-n n<x£n+l

k

Clken+1 n+l<xSn+g

legge generale ¢ k k
k-n+(k-1) n+%<x<n+1

Esprimere il generico elemento della successione {1, 2, 2, 3, 3, 3,4, 4, 4, 4, ...} usando le funzioni
floor o ceiling.

Vogliamo che si abbia a, = k quando k(k — 1)/2 <n < k(k + 1)/2, dato che né intero cio equivale a k(k
—DR2+18<n<kk+1)2+1/8 < (k—%)>?<2n<(k+ %)’ k—1/2<\2n<k+1/2 e quindi che

a, = [ 2n +%J va, = (\/211 —%—‘ . Sono possibili infinite altre soluzioni.

Determinare tutte le radici reali della funzione f, che verifica la proprieta: f{x'°) = x? - 3x - 4.
Abbiamo f{x) = f[(x°)"°] = (x)? — 3(x”) — 4x le cui radici sono: x* =4 v x” = -1, quindi x = 4" v x = -1
Sia una funzione f che verifica f(1/x) — 3f(x) = x, x # 0. Determinare f(2).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Siha: [/(12)-37(2)=2 _ [£(1/2)=37(2)+2 _2)=37(2)+2_ [£(112)=-17/16
£(2)-37(172)=127 | £(2)-3[31(2)+2 ]=1/2" | 8/(2)=-13/2 f(2)=-13/16

Se fix) = ax + b e f~!(x) = bx + a, con a e b numeri reali, quanto vale a + b?

Si ha: f7'(x) = (x — b)/a quindi: (x — b)a=bx+a=>x-b—-abx—a*=0= (1 —ab)x=a*+ b =

l-ab=0 [1+a’=0 [a=-1
5 = , = =a+b=-2
a +b:O b:—a b:—l

Qual ¢ il massimo numero di punti d’intersezione dei grafici di due diverse funzioni polinomiali
di quarto grado y = p(x) e y = g(x), ciascuna di coefficiente direttore 1?

In pratica si chiede il numero di soluzioni dell’equazione x* + ax> + bx?> + ex +d =x*+ ex® + fi® + gx +
h, che ¢ un’equazione di III grado e quindi ha al massimo 3 soluzioni

2
Tenuto conto che f(2x)= 2—,Vx >0, determinare 2 - f(x).
+x

2 4 8
f(2x) 2+ x () 24x/2 4+x:>2'f(x)=mf(2x):2+x

Data f(x)=ax’—+2, aeZ,risolverel'equazione in a: f(f(\/z)) SENGE

£(£(V2))=1(a(N2) ~2) =1 (2a-Z)=a(2a~\2) -2 =

, Vx>0

:>f( (\/_)) x/_:>a(2a \/5)2:O:a:O,a:gnonaccettabile

Se fix) = ax” + bx* + cx — 5, e fi-7) = 7, calcolare (7).

D =al’+bP+cT-5efi-T)=-al —bT? —cT-5=>AN+A-T7)=-10=> A7) +7=-10 = A7) =
-17

Se f{x) = ax* + bx? + x + 5 e f(—3) =2, allora f(3) ¢ A)-5B)—2C)1D)3E)8
f3)-fi-3)=a3*+ b3 +3+5-a3*-b3*+3-5 =6=f(3) 2=6=£3) =8, risposta E

n+3 se n e dispari . .
. .« Supponiamo £k di-
n/2 sene pari

spari e fif[f(k)]} = 27. Quanto vale la somma delle cifre di £? A)3 B)6 C)9 D)12 E) 15
USR]} =ff(k+3)] = (k+ 3 & pari) f[(k+ 3)/2] = (k+ 3)/2 + 3 se k+ 3 non ¢ multiplo di 4, oppure se
lo €. Vediamo i1 due casi: (k+3)/2+3 =27 = (k+3)/2=24 = k+ 3 =48, che non va bene perché 48
¢ multiplo di 4. Oppure: (k + 3)/4 =27 = k+ 3 = 108, che ¢ multiplo di 4 e quindi va bene. Allora k =
105, la somma delle cui cifre ¢ 6: risposta B

Una funzione f': N — Ne¢ definita dalla legge: f(n) :{

Tenuto conto che f (LJ = 1 ,Vxe R \{0, 1}, determinare f[sec*(0)], 0 <0 < 1/2.
xX— X
2
ﬁ = sec’ (9) = [1 —sec’ (G)Jx = —sec’ (9) =x= %éf)l =
1 sec? (49)—1 1 5 .2
—= =1- =1- 0)= 0
= X sec? (0) sec’ (0) s ( ) S ( )

Sapendo che f(x) + 2 - f(1/x) = 3x, risolvere f(x) = f(-x). Suggerimento: sostituire nella prima
uguaglianza 1/x a x, quindi eliminare f{1/x).

{f(x)+2f(1/x):3x . f(l/x):% _ f(l/x)=3x—§(x):> £(1/x)-= 3x- ;‘()
f(U/x)+f(x)=3/x 3x—§(x)+f(x)=% f(xi+3x=% f(x)zg_3x

pertanto: f(x):f(—x)<:>§—3x:—§+3x:6x—£=0:>x2—2:0:>x:i\/§
X x X

Sia f una funzione tale che f{x/3) = x> + x + 1. Determinare la somma di tutti gli z per i quali:

f32)="1.
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18.

19.

20.

x3=32=>x=9z f32) =92+ (92) + 1 = 8122+ 9z+1-7=0=812"+9z —6=0= 272>+ 3z —
2 =0. La somma delle radici dell’equazione ¢ —3/27 = —1/9.

p(x) ¢ un generico polinomio, determinare tutti i polinomi che verificano: p(x?) = [p(x)]* = p[p(x)].
Suggerimento: due polinomi sono identici se hanno lo stesso grado e gli stessi coefficienti dei
termini di uguale grado.

Sia p(x) = anX" + an X" "'+ - + a1x + ao; p(x?) = anx® + an 1 x> D+ - + a1x? + ao; [p(x)]? = [anx" +
an-1xX" "'+ - + a1x + ao]*. Dall’uguaglianza p(x?) = [p(x)]* e dal suggerimento osserviamo che a,x*" =
a*x*" = a,= a*v quindi a, = 0 oppure 1, ma il termine di massimo grado del polinomio, anche se ¢&
solo il termine noto, non pud essere nullo, quindi a, = 1. Inolte p(x?) ha solo termini di grado pari,
mentre [p(x)]? ne ha anche di grado dispari, che percio devono annullarsi. In particolare si annulla
2X" - an - 1xX" = 2a, - 1x*" 1, percid a, -1 = 0, continuando questo ragionamento avremo che anche tut-
ti gli altri coefficienti saranno nulli: quindi p(x) = x*

Se f(x)=%a-x" e x20,determinare f [f(x)].

1L ()]= 1 (a=" )= fa-(Ja=x") =gfa—{a—v") =" =x

Trovare una legge analitica che descrive la funzione sin[sin™ (x)].

;
-7 -6 -5 —4 — -2 -1 1 2 3 4 5
Consideriamo il grafico e osserviamo che abbiamo

’alternanza di segmenti di rette parallele alle due bisettrici degli assi, in particolare, negli intervalli [—
n/2 + kn; w/2 + knt] con k pari sono paralleli a y = x, per k dispari a y = —x. Quindi dobbiamo premette-
re (—1)* per “regolare” I’alternanza di questi segni. Dopo di che ¢& facile capire che il periodo dei seg-
menti paralleli & n, quindi la legge cercata &: y = (—1)f(x — kn), x € [-n/2 + kn; n/2 + k], ke Z

Temi assegnati agli esami di stato

1.

(Liceo scientifico 2001/02) In un piano, riferito a un sistema di assi cartesiani (Oxy), & assegnato

il luogo geometrico dei punti che soddisfano alla seguente equazione: y = Vx? —1+4/1-x> . Tale
luogo ¢ costituito da: A) un punto; B) due punti; C) infiniti punti; D) nessun punto. Una sola al-
ternativa é corretta: individuarla e fornire un esauriente spiegazione della risposta.

La risposta ¢ B), infatti I’[.d.E. della funzione associata all’equazione ¢ x = + 1, quindi i punti (-1; 0) e
(1; 0), del resto la somma di due quantita non negative ¢ nulla solo quando entrambe le quantita lo so-
no.

(Liceo scientifico 2002/03) Tl dominio della funzione f(x)= ln[«/x+1 —(x—1)]é I'insieme degli x

reali tali che: A) -1 <x<3;B)-1<x<3;(C)0<x<3;D)0<x<3. Una sola risposta ¢ corretta:
individuarla e fornire una esauriente spiegazione della scelta effettuata.

x—1>0
[ —(x— J - -1<0
x+1 (x l)>O:> x+l>(x 1):> x y x+1>(x—1Y:¢
x+1>20 x>-1 x>-1
x>-1
Si ha:
x=>1 x>1
<
:{x> 1v x+/l/>x2—2x+/1/:>—l£x<1v 0<x<3=>-1<x<1lvlLx<3=>-1<x<3
*= x>-1 x>-1
Risposta B

(Liceo scientifico PNI 2007/2008) Qual ¢ I’equazione della curva simmetrica rispetto all’origine
di y=-¢e*? Quale quella della curva simmetrica rispetto alla bisettrice del primo e terzo qua-
drante?
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La simmetria rispetto all’origine ha equazioni: { =~ , quindi la curva simmetrica é&:
-

T

_J,ze_‘-: ::_J_.:_Eg: .

. . ) , .. |x'=y Lo . o
La simmetria rispetto alla prima bisettrice ha equazioni: ¢~ , quindi la curva simmetrica é:
y'=x

2 __““‘x\ \2\

3

I %
b

(Liceo scientifico 2008/09) Sono dati gli insiemi 4 = {1, 2, 3, 4} e B = {a, b, c}. Tra le funzioni (o
applicazioni) di 4 in B, ce ne sono di suriettive? Di iniettive? Di biiettive?

Suriettive si, biiettive no perché i due insiemi hanno diversa cardinalita; iniettive dipende se si vuole
che il dominio sia tutto A no, diversamente si

(Liceo scientifico 2010/11) Il profitto di una azienda, in milioni di euro, ¢ stato rappresentato nel-

la tabella sottostante designando con x; ’anno di osservazione e con y; il corrispondente profitto
Anno | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
Xi 0 1 2 3 4 5 6
Vi 1,97 (3,02 | 3,490 | 3,71 | 3,80 | 3,76 | 3,65

Si cerca una funzione che spieghi il fenomeno dell’andamento del profitto giudicando accettabile
una funzione g definita su R se per ciascun x; oggetto dell’osservazione si ha |g(x;) —yi| < 1071, Si
verifichi, con I’aiuto di una calcolatrice, che ¢ accettabile la funzione f{x) = (x —1) - e 3 + 3 e si
dica, giustificando la risposta, se ¢ vero che, in tal caso, ’evoluzione del fenomeno non potra por-
tare a profitti inferiori ai 3 milioni di euro.

Questo quesito ¢ molto interessante, specie perché fa entrare nell’esame di stato, finalmente, la model-
lizzazione matematica. Risolviamo la questione con Excel, piuttosto che una calcolatrice, solo perché
il procedimento ¢ piu veloce.

| Anno[2004 2005  [2006 [2007 [2008 [2009 [2010
|1_| 0 1 2 3 4 5 6
y, 1,97 3.02 3.49 3,71 3.8 3.76 3.65
f 2 3 3.51342 | 3.73576 | 3,79079 | 3.7555 | 3.67668
£y 0,03 0,02 [0,023420.02576 [ 0,00921 | 0,0045 | 0,02668

Per x > 1 certamente si ha: (x — 1) - ¢ ¥ >0, e quindi (x — 1) - e ¥ + 3 > 3.

6.  (Liceo scientifico 2012/13) Si calcoli il dominio della funzione f(x)= \/1 —V2-\-x.

Basta risolvere il sistema di disequazioni
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3—x20 x<3 x<3

2—3-x2>0 =<4J3—-x<2 =<3-x<4 =
1-y2-V3-x20 2-3-x <1 (2-43-x<I

x<3 x<3 x<3

=x2>-1 =<x2-1 =>{x2-1 =>-1<xL2

BP-x>1 3-x21 x<2
Abbiamo semplicemente innalzato al quadrato senza porre condizioni di realta perché erano insite nel-

lo stesso sistema.
(Liceo scientifico 2014/15) Si determini il dominio della funzione: f(x)=,/3-log, (x+5).

Basta imporre le condizioni di esistenza:

{3—10g2(x+5)20:{logz(x+5)ﬁlogz(23)3{x+538:>{ x<3 s r<3

x+5>0 x>-5 x>=5 x>-=5

Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali

1.

(AHSME 1995) Sia f'una funzione lineare con le proprieta seguenti: f(1) < f(2), f(3) < f(4), e f(5) =
5. Quale delle seguenti & vera? A) f{0) <0 B) f(0) =0 C) (1) <f(0) <f(-1) D) f(0) =5E) f(0)>5
Una funzione lineare ha equazione f(x) = mx + b. Dato che f{(1) < f(2), si ha m > 0. Analogamente f{3)
< f(4) implica m < 0. Quindi m = 0, e f'¢ costante, percio f{0) = f{5) = 5. Risposta D

(AHSME 1997) Consideriamo le funzioni f che verificano f{x + 4) + f(x — 4) = f(x) per tutti i nu-
meri reali x. Tali funzioni sono periodiche e hanno un minimo periodo comune p. Quanto vale p?
A)8 B)12 ()16 D)24 E)32

Sostituendo x con x + 4 abbiamo f(x + 8) + f(x) = fix + 4). Tenuto conto che fix + 4) + fix — 4) = f(x),
sostituendo otteniamo f{x + 8) = —f(x — 4). Sostituendo x con x + 4, la precedente diventa f{x + 12) =
—f(x). Adesso sostituendo x con x + 12: fix + 24) = —f(x + 12). Di conseguenza f(x + 24) = f(x) per ogni
x, cosi un minimo periodo p esiste ed ¢ al piu 24. D’altro canto, la funzione f{x) = sin(mx/12) ha perio-
do 24, e soddisfa la richiesta iniziale, quindi p = 24. Risposta D

(AHSME 1998) Sia f(x) una funzione che verifica le seguenti proprieta:

a) comunque siano i numeri reali x e y, f(x + y) =x + f(y); b) f(0) = 2. Calcola f(1998).

Siha: 2 =£(0) =f(—1998 + 1998) = —1998 + f(1998). Quindi f{1998) = 2000

(HSMC 1999) Determinare il dominio della funzione f'(x)

_ 2
|_xJ2 + |_xj ~56

++/ + 8
Deve essere LxJz + \_xJ -56#0= |_xj # = 12+ 224 = 1_215 =< . tenuto conto del significato del-

la funzione floor abbiamo: (—oo; —8) U [-7; 7) U [8; +0)

(HSMC 1999) Data la funzione f'(x)= 20'—)63, determinare i valori di ¢ per cui: f[f(x)] =x, x # —
X+

3/2.
c-Xx
cx \_ “oxe3 c’x
Si ha: x)|= = = , da cui
f[f( )] f(2x+3j 7 X 3 2cx+6x+9
2x+3
? P = =13
L:x:czx=2cx2+6x2+9x:> ¢ =9 = ¢ =c=-3¢
2cx+6x+9 2¢+6=0 c=-3

(HSMC 2000) Sia f una funzione tale che f(3) =1 e f(3x) = x + f(3x — 3), per ogni x. Calcolare
£(300).

Siha:f(3-2)=2+f3-2-3)=f6)=2+f3)=2 +1=3; f3-3)=3+f3-3-3)=A9)=3+
f6)=3 +3=6;/3-4)=4+f3-4-3)=f12)=4+f9)=4 +6=10. A questo punto si capisce
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11.

12.

13.

14.

che in generale siha: (3 -n)=1+2+ ... +n=n-(n+1)/2, quindi 300) =100 - 101/2 = 5050
(HSMC 2004) Sia f una funzione polinomiale tale che si abbia: f{x* + 1) = x* + 5x* + 3 per ogni x
reale. Calcolare f{x*> — 1).

£ -1)= [ (*-2)+1]- f[(m)nl}:(m)‘us(m):g:

:(x2—2)2+5x2—10+3:x4—4xz+4+5x2 —7=x*+x*-3

2
(HSMC 2005) Sia (1) = ”—2 calcolare f-(c ! - 1).
(42 242 2 =242 200 2/ 2
=——=(y-1)t=2y+2= 1" (t)= = ' -1)= = = =
== b= = s N )= e A St T

(HSMC 2002) Siano le funzioni f e g tali che si abbia f{x) = 2x — 6 e flg[(x)] = glfI(x)] = x per ogni
x, determinare I’ascissa dell’intersezione delle curve y = f(x) e y = g(x).

flel(x)]=2gx) -6 =>x=2g(x)—6 = 2(x)=x2+3=>fx)=gx) =>2x—6=x2+3 = 4x—x=18
=>x=6

(HSMC 2006) Scrivere la funzione f{x) = 1 — x* — x* — 2x° come somma di una funzione pari e una
dispari.

Facilmente si ha: f{x) = (1 —x*) + (- x> — 2x°)

(HSMC 2007) Sia f una funzione che verifica ’'uguaglianza f (x- y) = M, per tutti i numeri
y

reali positivi x e y. Se f(300) = 2, qual é il valore di f{800)?

f(800)=f(3oo.§)=&00) 2 3

8/3 8/3 4

(HSMC 2001) Let F (x) = i+—x Form a new function G(x) by replacing x in F(x) with the ex-
-X

+x°

7
X

pression Express G(x) in terms of F(x).

. . I+x . . .
Traduzione: Sia F (x)=1—. Formare una nuova funzione G(x) sostituendo x in F(x) con
-X

3

, . 3x+x
I’espressione

e Esprimere G(x) in termini di F(x).

N 14 3x+x° , . .
G(x) =F[3x+x2 jz 1+3x23 _ 1+3x2 +3x+x3 Z[l+xj =[F(x)]3
1+3x 1_3x+x 14+3x" -3x—x l1-x
1+3x°
(NC 2001) Which of the following functions is neither odd nor even?
A)X3-2x B)xX*—x|x| C)x°-x3+3x D)x*-2x*+x+1 E)3x*—x+6
Traduzione: Quale fra le seguenti funzioni non ¢ né pari né dispari?
Ovviamente D poiché contiene sia potenze pari che dispari

(CMC 2001) Calculate the value of the sum L\ﬁJ +L\/§ J +L\/§ J +...+L\/5J.

Traduzione: Calcolare il valore della somma
Ricordiamo che la funzione floor ¢ il piu grande numero intero contenuto nell’argomento, pertanto

VT |=| V2 |=[ VB | =t V& =] 5 | =..=| B |=2:| VB | =| V0 | =..=| V5 |=3:
| V16 |=| V17 | =..=| V24 |= 4| V25 | =| V26 | =..= | V35 | =5;
|36 |=[ V37 |=...=| V48 | = 6:| V49 | =| V50 | =7

Quindi la somma cercata equivaleal -3+2-5+3-7+4-9+5-11+6-13+7-2=217
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16.

17.

18.

19.

20.

(HSMC 2001) If fix) = 3x + 4, find a function g(x) such that f{g(x)) =4x — 1.

Traduzione: Se f(x) = 3x + 4, trovare una funzione g(x) tale che si abbia

flg() =3 g) +4=4x— 1= g(x)= 4’“3 >

(HSMC 2002) Given functions f{x) = 2x — 6 and g = 1, solve f{x) = g(x).

Traduzione: Date le funzioni f{x) =2x — 6 e g =/, risolvere f{x) = g(x)

fl)=x2+3= 2x-6=x2+3=x=6

(HSMC 2004) Consider the function f{x) such that f{mn) = f{m + n) for all real numbers m and n.
If f(2) = 4, find f(64).

Traduzione: Considerare la funzione f{x) tale che f(mn) = f(m + n) per tutti i numeri reali m ed n. Se
f(2) =4, calcolare f(64)

f2-1)=/2+1)=f3)=4; f(3-1)=f3+1)= f4)=4. A questo punto si capisce che la funzione ¢
costante, quindi anche f{(64) =4

(NC 2004) A dress that is size x in France is size s(x) in the United States, where s(x) = x— 32. A
dress that is size x in the United States is size y(x) in Italy, where y(x) = 2(x + 12). Which func-
tion A(x) will convert French dress sizes to Italian dress sizes?

Traduzione: Un abito di taglia x in Francia ha taglia s(x) negli USA, dove s(x) = x — 32. Un abito di
taglia x negli USA ha taglia y(x) in Italia, dove y(x) = 2(x + 12). Quale funzione A4(x) converte la taglia
francese in una taglia Italiana?

Siha:s(x)= x— 32ey(x)= 2[s(x) +12] = 2[x— 32+ 12]=2x—-40

(SC 2008) Suppose that f{x) = x* and g(x) = x**. Which of the functions below is equal to f[g[(x)]?
A)x* B x~ Ox D)x* E) x>

Traduzione:

Supponi che f{x) = x* e f{x) = x**. Quale fra le funzioni seguenti & uguale a f[g[(x)]?

Mgl =f (xzx) = (xzx )xz* = x> = , che ¢ la risposta E

(HSMC 2008) Let f{x) be a function such that f{x) + 3f(—x) = cos(x) for every real number x.
What is the value of f(r)?

Traduzione: Sia f{x) una funzione tale che sia f{x) + 3f(—x) = cos(x) per ogni numero reale x. Quanto
vale f()?

| f(7)+3f (=) =cos(7) f(7)+3f(-7)=-1 f(7)=9f(7)-3=-1 o) 1
Si ha: =< -
o {f(—ﬂ)+3f(7r)=cos(—7r) R T P i e ) i
S G . log(x-2)
(Accademia militare) Stabilire il dominio di definizione della funzione 1—
-X

A)Nessunx B)-2<x<1 C)x>2 D) Qualunquex
Si ha: {x—2>0 {x>2

= — . Risposta A
I-x>0

x<l1
In(x+1)

(Accademia militare) Il dominio della funzione f(x)= ¢ uguale a:

A) (15+0)  B) (-1;2) U (25 +0)  C) (0;+0) D) (15 +o0)

Si ha: {xﬂ >0 = {x > = (-1;2)u(2;+x). Risposta B
x=2#0 xX#2

(Odontoiatria 1998) Data la funzione y = a + bx, se x raddoppia, di quanto aumenta y?

A)b B)2bC)2aD)bxE)x.

Siha:y’=a+2bxey’ —y=a+2bx—(a+ bx)= bx. Risposta D

7+1
T ha il grafico contenuto nei quadranti:
X

A)Ielll B)Iell CO)IleID)MIeIVE)IelV

(Odontoiatria 2000) La curva di equazione y =—
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13.

14.

Risposta D, dato che la frazione ¢ sempre positiva, quindi la funzione ¢ sempre negativa.

o . 2-f(x)+2 .
(Odontoiatria 2001) Data una funzione f{(x) tale che f (x+l)=f e f(1) = 2, quant’e

f)?2A)3 B0 C)12 D)2 E)1

2-f(H)+2 2.2+42
r@)= (- 2L02 22
(Odontoiatria 2002) Quale fra gli insiemi seguenti rappresenta il dominio della funzione

NI
=—707?
Y n(x)
A) insieme dei numeri reali B) insieme dei numeri razionali C) (0; 1) U (1; +o) D) (—0; 0) E) &
Si ha: {l—e‘ 203{6x Sl:{xgo — . Risposta E

=3. Risposta A

x>0 x>0 x>0

(Medicina 2002) Data una funzione y = f{x) & sempre vero che

A) la funzione reciproca ha lo stesso dominio della funzione f{x) B) la funzione inversa ha lo stes-
so dominio della funzione f{x) C) la funzione inversa ¢ data da y = 1/f(x) D) la funzione inversa ¢
data da y = f(—x) E) la funzione reciproca ¢ data da y = 1/f(x)

f(x) =x, nega la verita di A; f(x) = sin(x), x € [-n/2; n/2] nega la verita di B, C e D; Risposta corretta
E

(Veterinaria 2002) L'espressione matematica b = f{a) ¢ la traduzione in simboli della frase:

A) il valore di a ¢ in funzione di quello di b B) il valore di b ¢ uguale a quello di a C) il valore di b
¢ ottenuto moltiplicando f per a D) il valore di a é ottenuto moltiplicando b per l'inverso di fE) il
valore di b ¢ in funzione di quello di a

Risposta E
(Veterinaria 2003) La funzione y = a™, con a > 0:
A) ¢ sempre positiva B) puo essere sia positiva che negativa C) ¢ sempre negativa

D) interseca I'asse delle ascisse ~ E) non interseca l'asse delle ordinate
Risposta A, gli esponenziali sono sempre positivi
2x-3

X

¢

(Veterinaria 2004) La funzione inversa di /(x)=

A)x:L B)x:i C)xzﬂ D)x:_z)Hr3 E)x=i

2y-3 2-y y -y y=2
y:2x_3:xy—2x:—3:>x: -3 =x= 3 . Risposta B

X y—2 2—-y
(Odontoiatria 2004) Quale fra le seguenti funzioni ha il grafico simmetrico rispetto all’origine

degli assi? A) y=x5-\/_—3L B) y=§x7—x5~x/§+é C) y=x*-7x2+1
X

D)y:«/x2+|x|+4 E)y:«[x2+|x+4|

Ossia una funzione dispari, I’unica fra quelle mostrate ¢ la Risposta A

(Medicina 2004) Data la funzione f(x)=/|x]+3x~1,f(2x) vale:

A) 2]f+6x-2  B) 2-+3x-1 ©) L2]f+6x-1 D) J2x+3x-1 E) 2-2[x+6x-1

£(2x)=J|]2x]+3(2x)—1=/2]x]+ 6x -1 . Risposta C
(Odontoiatria 2005) Essendo x e y due variabili reali, la funzione y = /|x|—1

A) ¢ definita solo per x > 1 B) non ¢ definita -1 <x<1 C) ¢ definita solo per x <1
D) ¢ sempre definita e positiva E) ¢ positiva in ogni punto del suo dominio

Siha: |x]—1>20= |x|>1 = x<-1 vx2>1.Risposta B

(Veterinaria 2005) Una fabbrica di bulloni sostiene una spesa fissa mensile media di € 120000,00
(il mese commerciale ¢ inteso di 30 giorni) e un costo di produzione di € 3,15 per ogni bullone
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

prodotto. Indicata con y la spesa giornaliera complessiva e con x il numero di bulloni prodotti in
un giorno, individuare la relazione tra le variabilix e y

A) y=120000,00 + 3,15x  B) y =4000,00 + 3,15/x C)y=3,15x-120000,00

D) y=4000,00 + 3,15x E) y =3,15/x —4000,00

y=120000,00/30 + 3,15x =4000,00 + 3,15x. Risposta D

(Odontoiatria 2005) Quale delle seguenti equazioni rappresenta una funzione lineare y = f(x), ta-
le che f(-2) =3, f(3)=-2? A)y=—~x+1B)y=x+5 C)y=x-5D)y=-2x-1 E)y=-2x+4
Basta calcolare i valori. Risposta A

(Medicina 2005) Quale delle seguenti equazioni rappresenta una funzione y = f{(x) tale che f(2) =
1ef(-1)=52A)y=-x*+2x-1B)y=-2x*+x+8 C)y=2x2-x-7 D)y=x2-3x+1 E)y=
3x?-2x

Basta calcolare i valori. Risposta D

(Odontoiatria 2006) La funzione y = _xt2 ¢ definita per
log (x — 1)

A)x>1Ax#2 B)l<x <2 Ox21aAx#2 D)x<1 E)x>1

x=1>0 x>1 x>1 .

= = . Risposta A

log(x—1)#0 = |x—-1#1 |x=#2
(Odontoiatria 2007) Essendo x e y due variabili reali, la funzione: y = In(x — 1)
A) non é definita per -1 <x<1 B) ¢ definita solo per x > 1 C) ¢ definita solo per x <1
D) ¢ sempre definita e positiva E) é positiva in ogni punto del suo dominio

x—1>0= x> 1. Risposta A, perché ¢ I’unica corretta, facciamo attenzione che non ¢ detto che non ¢

definita solo per, in questo caso non sarebbe corretta.

(Facolta scientifiche, Roma La Sapienza 2008) In figura ¢ rappresentato il grafico di una funzio-
O O P

bt i
\[
—

F(O)=f(@) b

—a

ne f. Quanto vale il rapporto A)-1/3B)1C)1/3 D)-2/3

o B B B o —1=(3) 143 2 1 .
Dal grafico: f(b) =—1, fla) =-3,a=-4, b =2, quindi: 2_(_4) 714 6 3 Risposta C
(Facolta scientifiche, Roma La Sapienza 2008) Sia fla funzione definita da f{x) = x> + 8. Per qua-
le x si ha che f(x) ¢ il doppio del valore della funzione in x = (? A)16 B)0 C)2 D)2
£(0)=0°+ 8 =8, quindi deve essere f{x) =16 => x> + 8 = 16 = x* = 8 = x = 2. Risposta C
(Facolta scientifiche, Roma La Sapienza 2008) Due grandezze F ed R sono legate dalla relazione
F =2/R>. Se F triplica, allora R diventa

1
A) 2/3 del valore iniziale B) E del valore iniziale C) 1/3 del valore iniziale D) 1/9 del valore
iniziale

Siha: R* = 2 =R= \/z , quindi triplicando ' = R = 2 = L\/z Risposta B
F F \3F  BNF

(Facolta scientifiche, Roma La Sapienza 2008) Una ditta di elettrodomestici ha venduto in un
anno 2000 forni a microonde di un certo modello, al prezzo di 100 euro I’uno. E stato stimato
che, se nell’anno successivo il prezzo di vendita di quel modello aumentera di x euro, allora il
numero di forni venduti in un anno diminuira di 30x. Quale delle seguenti funzioni I(x) descrive
Pincasso annuo della ditta al variare dell’aumento x? A) I(x) =100 - (2000 — 30x) B) I(x)
=(2000+30x)- (100 +x) O) I(x)=(100 +x) - (2000 -30x) D) I(x)=(2000 —30x) - 100x

Risposta C

(Architettura 2009) Nella figura sono rappresentati i grafici delle funzioni y = f{x), y = g(x). Qua-
le delle seguenti relazioni ¢ compatibile con le informazioni deducibili dai grafici cosi come dise-
gnati.
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24.

25.

26.

27.

[~ ¥=g(x)

y=fix)

-1]

]
A) gx) =-fx)] B)g(x)=-fix)) C)g) = fllx)| D)gx)=-fx]) E)gx)=Al-x[)

Risposta B, dato che il valore assoluto fa diventare positivo cid che non lo ¢, pertanto |f{x)| starebbe
tutta nel semipiano positivo delle y, quindi il suo opposto nel semipiano negativo.

(Facolta scientifiche, Roma La Sapienza) Indica quale delle seguenti funzioni ha la proprieta per
ogni coppia di numeri (x1, x2) del dominio, se x1> x2 = f(x1) > f(x2).

A)fx)=Ix|  B)fix)=cos(x) C)flx)= logx) D)fix)=1/x

Risposta C, dato che |x| cresce solo per x > 0; cos(x) € periodica, quindi non ¢ monotona; 1/x cresce so-
loperx<0

(Ingegneria 2009) Se f{x) = x> — x3, allora f{x — 2) vale

A)x*—x*+2 B)B-x)(x-2)> O)x*—x*-2 D)x*-2-x*+2 E)Nessuna delle altre
fX)=(x—2P-(x-2P =@x—-2)>(1-x+2)=(x—2)* (3 —x). Risposta B

(Test Bocconi) Quale fra le seguenti funzioni ha il grafico seguente?

A)f)=x+2[+2 B)fx)=|x-2[+2 CO)fx)=x+2|-2D) f(x)=|x-2|-2 E) f(x) = |x-2|
Per esclusione. A, B ed E sono sempre non negative; per C f{(4) = 4. Quindi Risposta D

(Facolta scientifiche CISIA 2010) In figura sono rappresentati, usando la stessa scala, i grafici di
due funzioni f{x) e g(x), che sono legate da una delle se uelznti relazioni. Quale?

|
y y=f(x) | y =q(x)j
\ | [

A)g(x)=—fx) B)g(x)=fix) C) g(x)=4/f(x) D)glx)=|fix)| E)gx)=1/x
Risposta B
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