9. Successioni di numeri reali e funzioni reali di una variabile reale

9.3 Continuita delle funzioni

Topologia della retta

Stabilire quali dei seguenti insiemi sono intorni dei punti accanto indicati
1. a)(1;2)di0,5;b)(1;2)di2;c)(1;2)di0;d)(1;2)di V2 e) (-1; 1,4) di 2
Un intorno completo di un punto ¢ un insieme che contiene il punto, cosa che accade solo per d)

2. a) [0; ﬁ] di 1/4/2; b) (35 3,14) di w; ¢) (05 1) di 1/3; d) (0; 1) di 1/%

Tenuto conto di quanto detto: a), ¢) e d)

3. a)(2;3)di\/§+\/§;b)(\/1+\/§;\/1+«/§)di1;c)(1;1,5)di\/1+\/1+\/§

Nessuno

Scrivere gli intorni circolari dei punti di raggio r indicati

4. a) 11(2); b) I(-1); ¢) 112(0); d) 11/3(2/5); e) Ix(m); f) 12/5(1/3)
Basta scrivere (a — r; a + r), con a il centro indicato ed r il raggio, quindi: a) (2 — 1; 2 + 1) = (1; 3);
b)(—1-2;—-1+2)=(=3;1);¢) (0—"; 0+ ") =(-1/2; 1/2); d) (2/5—-1/3; 2/5 + 1/3) = (1/15; 11/15);
e)(nt -m;n +m)=(0;2n); f) (1/3-2/5; 1/3 + 2/5) = (-1/15; 11/15)

5. a) [a(-2/5); b) Lus(2/3); ©) 15 (1)3 d) Il(ﬁ);e)l (J?)

o T Lot
O(VE-112):0) (V2 +3)

Determinare centro e raggio dei seguenti intorni
6. a)(2;5); b) (=5;-2); ¢) (15 4); d) (=35 -1); e) (1/2; 3); ) (-1/25 3)
I1 centro ¢ la media aritmetica degli estremi, il raggio la meta della differenza fra gli estremi

N I e )
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
-3-1 3+1/2 7 -1/2+3 5
0 1 ()25 (P22 ) 12289 ()

7. a) (1/4; 3/2); b) (-3/2; —1/4); ©) (0:+2); @) (1-v231)5 ) (—/2:43)
S
N2V _[ﬁ ==
2 N2

3/2+1/4 7 -3/2-1/4 7
a) Iy 4 (T]le (g}: b) Iy (T]le (_gj§ c) [\/5,0
2 2 2

2 8 8 2

1-2 +1 2-2 B2
2B 555

2 2

Determinare punti di accumulazioni ed isolati degli insiemi seguenti, nelle risposte scriviamo solo gli
eventuali punti di accumulazione.

8. a)X:{2n+3;neN};b)X {n_l neN} c)X={n+l;neN}
Sn n n
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b) X=<—:neN;=<1-—;ne N}, 1 ¢di accumulazione, tutti gli altri sono punti isolati;

n n

¢) sono tutti punti isolati
a) X={xeQ:2<x<3};b) X={xeR\Q:2<x<3};¢) X={xeZ:x<3}

a) Sono tutti punti di accumulazione perché in ogni intorno di un numero razionale vi sono numeri ra-
zionali, compresi gli estremi, anche se non appartenenti a X; b) Coma a), dato che anche in ogni intor-
no di un numero irrazionale vi sono numeri irrazionali; c¢) tutti punti isolati perché tutti numeri interi
Provare che ogni intervallo (a; b) di numeri reali ¢ formato da punti di accumulazione per lo
stesso intervallo.

Ogni intorno di un numero reale contiene numeri reali

Possiamo dire che ogni sottoinsieme infinito di numeri reali ammette punti di accumulazione?
Giustificare la risposta.

No, basta pensare ai numeri naturali

Possiamo dire che ogni sottoinsieme infinito e limitato di numeri reali non ammette punti isolati?
Giustificare la risposta.

No, per esempio [1; 2] U {3}

Possiamo costruire un sottoinsieme infinito di numeri reali formato solo da punti isolati? Giusti-
ficare la risposta.

Si, basta prendere un sottoinsieme formato da numeri interi

Dato un sottoinsieme infinito 4 di numeri reali limitato superiormente, il cui sup non appartiene
ad A, provare che sup(A) ¢ di accumulazione per A.

Una proprieta del sup € che ogni suo intorno sinistro ¢ formato da punti di 4.

Dato un sottoinsieme infinito 4 di numeri reali limitato inferiormente, il cui inf non appartiene
ad A, provare che inf(A) ¢ di accumulazione per A.

Una proprieta dell’inf'¢ che ogni suo intorno destro ¢ formato da punti di 4

Provare che ogni successione di numeri reali puo ammettere da 0 a infiniti punti di accumula-
zione. Fornire un esempio di una successione che ha solo 2 punti di accumulazione.

. o : 1 : .
La successione {7} non ha punti di accumulazione; {1——;11 e N} ha un punto di accumulazione;
n

1+(-1)"

n

;n € N} ha due punti di accumulazione, 0 e 1; {sin(n)} ha infiniti punti di accumulazione

Determinare estremo superiore ed estremo inferiore degli insiemi seguenti, dire se eventualmente ci sono
massimo o minimo

17. a) {22+3;neN};b) {n—_l;neN}; ) {n+l;neN}
n n

2 1 1
—+3=—7:>inf=2/5,max=17/2;b)0S1——<1:min=0,sup=l;
5 5 n 5 2 n
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1
c) 2<n+— = min =2, sup =+

n
2 2 2
18. a) 1=n ;neN¢sb) 3n—zl;neN 5¢) 3 jl;neN
n 2n 2n
a) l—nZO :>inf=—oo,max=O;b)E—l=lﬁé—%<§:>min=1,sup=3/2;
n 2 2 2 2n
c)§<§+%S§+l=2:>inf=3/2,max=2
2 2 2nm 2 2
2 2 _
19. a) {(—1)”~2n+3;neN};b) {(—1)"-n—l;neN};c) (c1y 22t entb a2 e
S5n n 4n—1 n —n+l1
a) z<z i_z i:l;—z—éz—ls—z—;<—%, abbiamo considerato n pari (2n) ed n
5 5 10m 5 10 100 5 5 5 10n-5 5

dispari 2n — 1) = min = -1, max = 7/10; b) %Sl—zi<l;—1<—1+ S—%: inf =-1, sup =1;
n

2n—1

3 +1 3 3n? +1 3 .
C) —n;— <——n= inf=—o0, sup = +o;
4n—-1 4 4n—1 4
2 _ n’—n+1)+2n-2 _ _ _
g L 1 g ) SSRGS WO e S P i S B}
n —n+l n—n+l n—n+l n—n+l 2°-2+1 3
max =15/3

I limiti delle funzioni reali di una variabile reale

Congetturare, giustificando la risposta, se i seguenti limiti rappresentano convergenza (C), divergenza
(D) o oscillazione (O)

—6x* +15x—14 3x?—x+3 22 P —5x+3x-15
Loy lim™——" "2 2y im0 lim——— s d) lim
x—2 X _4 x—3 X _9 x—>5+3,(,\/;_,\/§) x—5 X _25

Basta usare un foglio elettronico o un software che calcola alcuni valori delle funzioni vicini al limite.
a)C;b)C;c)D;d) C
3 2
2 a) lim x =5x"+3x-15

x—>=5 x* =25

2_ 2_
: b) lim cos(x”j;c) lim — =1 dy g !
x—2 x_2

x—>4+5.(,\/;_2) x—>1*5,(\/;_1)
a)D;b)0O;c)D;d)C

_ _ 2 2 _ _ 2
3. a) limszx—i;b) lim =Xy gim L gy gy 22X

Ty — ¥ X — xote 3y e 3x+1

a)C;b)D;c)C;d)D

4. a) lim (\/3x—1—\/7x+2>;b) lim (\/l3x—2—\/l3x+8);c) lim &(T);d) lim x-sin(x)

X—>+0 X—>+0 ¥ + X—>+00

a)D;b)C;¢)C;d) O

1 1
xf xf x+1_1 x+1_
5. a) lim (x—ﬂj “ib) lim (x—“] o) tim L ay tim !

2t x— -2\ x—1 x—>fl(x_|_1) x=>-1 x+1

a)D;b)C;c)D;d)C
x>0

6. a)limf(x)./ (X)={l_1 gD limlx]s ©) Jim] x]
a)O;b)0;¢c)C
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1
— x>0
a) lim([x =[x )3 b fim [ €) dim f (x), f (x) =17

—— x<0
X

a)C;b)D;¢c)C

Se xo ¢ un punto di accumulazione per un generico sottoinsieme X dei numeri reali, possiamo
sempre calcolare il limite per x che tende a xo? Giustificare la risposta.

Si, ovviamente calcolare non significa determinare, il limite potrebbe anche non esistere

Provare che condizione necessaria e sufficiente affinché una successione sia convergente a un
numero a ¢ che a sia ’unico punto di accumulazione per la successione.

Per definizione di limite e di punto di accumulazione ovviamente il limite ¢ di accumulazione e vice-
versa. Non vi puo essere un altro punto di accumulazione perché allora ci sarebbe un altro limite.
Provare che condizione necessaria affinché una successione sia divergente ¢ che sia priva di pun-
ti di accumulazione.

Per quanto detto prima se ci fosse un punto di accumulazione la successione convergerebbe ad esso
Provare che condizione necessaria e sufficiente affinché una successione sia oscillante ¢ che abbia
piu punti di accumulazione.

Si tenga conto di quanto detto in precedenza
2

Sapendo che /im al =400, determinare I’intorno destro di —1 in cui si ha f(x) > 1014.

-1 x 41
Dalla definizione, dobbiamo trovare un numero € > 0, in modo che si abbia
x*+3
x+1
viamo che abbiamo potuto eliminare il denominatore perché stiamo lavorando per ipotesi con x > —1 e
pertanto il detto denominatore ¢ positivo e non incide quindi sul segno da determinare. Continuiamo:

—1<x<507-2-/64515 = —1+(506—2\/64515) ~ 0,996 = & = 506 — 2:/64515

>1014 = -1<x<—1+¢ , risolviamo: x*> + 3 > 1014x + 1014 = x*> — 1014x — 1011> 0, osser-

2

Sapendo che lim al =4, determinare I’intorno di 2 in cui si ha 3,99999 < f(x) < 4,00001.

X2 x —

x’—4

x—2
stavolta non possiamo eliminare il denominatore, pero possiamo semplificare perché supponiamo x #
2, quindi: 3,99999 <x + 2 <4,00001 = 1,99999 < x <2,00001, che ¢ effettivamente un intorno com-
pleto di 2, di raggio € = 0,00001.

2

Stavolta deve essere 3,99999 < <4,00001 =>2—-¢g<x<2+¢. Risolviamo tenendo conto che

Sapendo che /im =400, determinare I’intorno destro di —2 in cui si ha f(x) > 3547.

x>-2" x+2
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15. Sapendo che lim x -l =2, determinare I’intorno di 1 in cui si ha 1,9999 < f(x) < 2,0001.

x—1 x_l

Z
m%/zmﬂ D K a4
2 A -]

1,999 LX+1< 2,901 =2 0,999< X <1, 004 =D 4~b00/ <Z< 7 +D004

%M g-g Aulc2re V' x d-Fexcttd | £fro0

Z£¢7{ /<Z+é:“>Zg<x+/<Z%g D AEe N 71 &

’ - | & = )
16. Sapendo che lim x+§ =—o0, determinare I’intorno sinistro di 2 in cui si ha f(x) <-540.
x=2" X —
X¥S 540 [x+5>-540x+1080 |x> 210 1075
x—2 = = 54] > ——<x<2
x<2 541
x<2 x<2
2
-1
17. Sapendo che [im x2 0 =1, determinare il minimo & per cui si ha 0,999 < f(x) < 1,001, Vx> k.
X—>400 x° 4
x* -1 ? 1x* >1 — .
0. 999 < * 1<1,0013 x2 >0,999x2 +0,999: 0,001x 2> ,999 X< V1999 v x > /1999 1
x*+1 x —1<1,001x" +1,001 01,001x" >-2,001 VxeR

k cercato ¢ ovviamente quello positivo,
2

18. Sapendo che /im

2 =400, determinare il minimo k per cui si ha f(x) > 72548, Vx> k.
X400 jx +

2

> 72548 = x> —217644x —145096 > 0 => x > 108822 +2+/2960593195 , anche in questo caso

3x+2

abbiamo eliminato il denominatore perché ci interessano valori che lo rendono certamente positivo
2

19. Sapendo che /im =

3 =—o0, determinare il minimo k per cui si ha f{x) <-25478, Vx> k.
X400 x4
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1-x

x+3
Spiegare perché i seguenti limiti non hanno significato

_ 1
20. a) lim (Vx+1-v2=x);b) lim %;c) limsin™ (x); d) x@;%;e) Tim (2x+1)’

a) ’Ld.E. della funzione ¢ [-1; 2]; b) I’'.d.E. della funzione ¢ x < 1; ¢) la funzione non ¢ definita in in-
torni di 2 di raggio minore di 1; d) ’.d.E. della funzione ¢ x > —1; e) I’'.d.E. della funzione ¢ x > —1/2
21. a) linllsec’1 (x); b) limIn [sin(x)]; 19) !{iirzlcos’l [log2 (x2 )J, d) lim/og, , (x)

x>
2

a) 'Ld.E. della funzione & x <—1 v x > I; b) sin(4) < 0; ¢) log,(2°)=2; d) 'Ld.E. della funzione & (0;
1)

<—25478 = x >12379 + 24/40589639

Verificare la validita delle seguenti uguaglianze
. P 1. . N, . . - n. . _ 5 . . x+1 _ 1
22. a) lxlgll(x —x+1) =1;b) £1ilgln(2x+1) =0;c¢) !grolsm(x) =0;d) 11i51(3x+1) =73 e) }Lrl:lz; =3
2

a) Dobbiamo verificare che Ve>0,35>0:1—-¢<x’ —x+1<l+s=>1-5<x <1+, risolviamo la

1-1+4¢ <x<1+\/1+4g

{xz_x+j\<j\+g:> 2 2 N
2 [ [
disequazione: X oxed>f-e X< 1-vi-4¢ Vx> 1+vl-4¢ , abbiamo tenuto conto del
2 2
1-1-4¢ 1-Jl-4e 1++1-4¢ 1+1+4¢
—<x< v <X<—
2 2 2 2
fatto che si ha: 1= 12+ 4s < 1= 12_ aid < I+ 12_ 4s < I+ ‘12+ 4¢ . La seconda disequazione ¢ quella
. o 1+41-4¢  1+1 1+J1+4e 1+1
che ci interessa perché: < =1; > =1
2 2 2 2
e —1
x<
ln(2x+1)<8 2x+1<e’ 7.92 | . -
b) ln(2x+1)>—g:> 2x+l>e=x>S 2_ =2 T cx<Eo , data la scelta di € positivo
x>-1/2 x>-1/2 1
xX>—=
et —1 o — -0,0001 0001 _q
ma “piccolo”, avremo: 3 <0; 5 >0, per esempio — ~ 0,0005; ~0,0005, che

sono effettivamente un intorno “piccolo” di 0,
¢) —¢ <sin(x)<e = sin" (—&)<x<sin"' (&) e per ¢ positivo ma “piccolo” i due valori sono prossi-

mi a zero.

d)52— e<3x+1<52+e=32—-e<3x<32+e=12- e3<x<1/2+¢€/3

e) %—g <x_+1 <%+g :(%+5j(x—l)< x+1 <(%—8)(x—l), abbiamo scambiato i due estremi per-
x—

ché in prossimita di —2,x—1<0.
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(1_l_gjx>_l_g_l 2-3¢ 4+3¢ x>_4+35. .4

X>- 7 2-3¢
1 1 2+3¢ 3¢—-4 - \& =
(1——+g]x<——+g—l X< x<——4_38~—
3 3 3 3 X 2+3¢
x>_4+38__4—68_ 9% _ ., 9¢
N 2-3¢ 2-3¢ 2-3¢ 2—38:_2_ 9¢ cx<D4 3¢
4-3¢ 4+6¢ 3¢ 3¢ 2-3¢ 2+3¢
x<- =— + =-2+
2+3¢ 2+3¢ 2+43¢ 2+3¢
. .ox+1 . . 3 .ox+1
a) limy3x+1=23b) lim——=0;¢) lime" =e; d) lim(x+1) =27; €) lim —— =+
x—=1t x——1 2x x—0 x—2 x—1" xX— 1
2 2
2—5<\/3x+1<2+5:>(2—g)2<3x+1<(2+5)2:w<x<w
a) 3 3 . In ef-
3—4de+¢&’ 3+de+&’ 4e—¢g* 4e +&*
#<x< =1- 3 <x<l+

fetti abbiamo provato che piu in generale si ha: lin} N3x+1=2;
x—>

< —<KEDE<L<—"F—<KEDE——<K<—<E——>— —
X X X 2 2 2x 2 .
b) ;
2
= - <2x<-— = - <x<-— =-1- <x<-1+
1-2¢ 2e+1 1-2¢ 2e+1 1-2¢ 2¢+1

¢) e—e<e<e+re=n(e—g)<x+l<in(e+e)=-1+In(e—¢)<x<—l+In(e+¢), per vedere

che effettivamente siamo in un intorno di 0 osserviamo che /n(e — &) <1 e In(e + €) > 1, entrambi pe-
r0 molto prossimi a 1;

d) 27-e<(x+1) <27+ =276 <x+1<27+e = -1+327-c <x<-1+P7+¢, anche in

questo caso osserviamo che 3/27 +& >3, 3/27 —& <3 e molto prossimi a 3;

o Mo MM = (1-M)x>1-M = (M -Da<i+M=x< My 2
x—1 M -1 M -1
. x+1
del resto si ha anche —— >1,VxeR\{l}
x_

a) lim (x2—1)=+00;b) lim In(x—3)=—0; ¢) liml:O;d) limsin(ljzo;e) liml_szJroo
x—3"

X—>+0 X—>+0 x X—>0 x X—>—00

a) (x2—1)>M:>x> M +1;

b) {ln(x—3)<—M:>{ln(x—3)<ln(e_M):>{x<3+ln(e_M)

:>3<x<3+ln(e_M);
x>3 x>3 x>3

1 1 . \
c) —& <—< &= x>— dato che x tende a +oo ovviamente ¢ sempre 1/x > —¢ ;
X £

ancora una volta la

d) —e< sin(ij <e=sin" (—¢€)< i <sin” (&)= i <sin”' (&)= x> i (5)

disuguaglianza sinistra ¢ sempre verificata per valori di x molto grandji;
e) I_TX>M:>1—x>2M:>x<1—2M

2 2 2 3
X 1=—2;b) lim x2+1 — % 0) limﬂ=l;d) lim & 4 oy X =8
x—>-1" x+1 x> x° —1 x—2 x— x>3 x° — =2 x—2

a) Dato che ci muoviamo in un intorno destro di —1, possiamo semplificare:
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_11<—2+8:>—2—8<x—1<—2+8:—1—8<x<—1+8 = _l<x<-l+g
X+

2-&<

b) lim -t

x—=1" X —1
x+1

=—o0 ; Dato che ci muoviamo in un intorno sinistro di 1, possiamo semplificare:

o <—M:>L<—M:>L>M:>l—x<iz>x>l—L
x -1 x—1 1-x
2
C) l—g<Lx2+2<1+g:>1—g<x—1<1+g:>2—g<x<2+g;
x_

2
d = _4<—M:>x2—4>M I— X’ )= (1+M)x> >IM +4= x<
X’ -9

M +4 _\/9M+9—5 B
M+l N M+1 N M+1’
radicando ¢ minore di ), pertanto la radice ¢ minore di 3, siamo quindi in un intorno sinistro di 3;
-6 2 € Lq2eg D 426 <CDUGAH) 704
# =2 8 7 \ - P
il Cl’ﬂém&ag%g 5 L Fics 0 (fl yeNTE v w71t 7€

/

/2 / —
[ xH2xp / oy
[ “8beg < p [ ~1-VPrsen <=/ +VF#E
: il e
) ({ — ‘\— :)@;V
U0 E AN g cx g TTHYrr g T 724 0 € 016~

|y aggaf ZC‘E

— el

Ng-g {327 f/ = B ) A 572‘) W, S 1 *"\f+1.rg’/w%4u»w$“
Q/%F-P\M‘f 14317 e

e) —
+1 2 x
2) 1im—x”—1 b)1m2x+1:2,c)hmﬂz+oo,d)hm 3 e lim S~ oo
oo x? x>0 3x —] 0" sin(x X0 X — 0" " —1
x—x+1 I 1 L . .
a) Dato che ——— =1-—+— <1, quindi dobbiamo considerare solo
X X X
X' —x+1 1++1-4¢

Slog= A —x+1> F —ex’ e’ —x+1>0=> x> , dato che & ¢ un valore

x’ 2&

positivo prossimo a zero, la frazione rappresenta un M che diventa grande a dismisura;

2x+1 S 2-3¢
2x+1 2 - el . .
<—te=> 3x-1 3 , dato che x tende a meno infinito 1 denominatori sono ne-
3x-1 3 2x+1<2+35

3x-1 3

2
b)——-¢<
)3

3¢-3
qativi; |5EH1< K ~2-9ew 436 o _3e-
S Bx 1> B +9ex—2— 35 x<3+38 9¢

3 , 1es .
<0, e l'ultima frazione rappresenta un

9¢
numero arbitrariamente piccolo
Sin(x)+l . . . .
— > M= (Szn(x) > O)szn(x)+1 >M-sm(x):>(1—M)szn(x) >-1=
0 Szn(x) :
:>sin(x)< =0<x<sin (;)
— M -1

3x’ 3x’ ~M —IM*+24M

d) <-M= >M =3x">2M —Mx =3x" + Mx—2M >0= x< ;
x—2 2—x 6
ex+i>M:>e"+1>Me"—M:>(1—M)e">—1—M:>(M—1)e"<1+M:>

)¢~ e I’ultima espressio-

1+ M 1+ M M—-1+2 2
=0<e < =0<x<n =ln| —— |=n| 1+———
M -1 M -1 M -1 M -1
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ne ¢ prossima a zero ma positiva

[ +1 - L 2

27. a)lim&:—oo;b)limL:l;c)lime L ev15d) lim == = o0 3e)
x—l1” ]n(x) x—>+002.\/;+1 2 -l ¥ —1] x40 x + 3
. l—cos(x)
lim ——%=—

7 14 cos (x)

In(x)+1 1 1 1 — :
Q) ——L—<-M =1+ <M =——<-M-1=In(x)>- =0<x<e "™ abbiamo
ln(x) ln(x) ln(x) 1+M

tenuto conto del fatto che /n(x) < 0;

Jr=1  Jx+1/2-3/2 1 3

1 L . .
b) = =—————<—, quindi dobbiamo considerare solo

2+l 2kl 2 22+
2
\/_ ! >——g:M—2>M+l—4g\/;—2g:>4g\/;>3—2g:>\/;>3_ >(i—lj
2.Jx+1 P 4 2
_1<e+l+8:>e+\—8<ex+\L<e+\L+g:>ln(e—8)<x<ln(e+g) ed effettiva-
e_

, che per € positivo prossimo a zero rappresenta un numero arbitrariamente grande
mente (/n(e — ¢€); In(e + €) € un intorno completo di 1;

2x
x* M +~IM? +12M

SM=x"—Mx-3M >0= x> ;
x+3 2

1—cos (x)

C)e+l—-e<

d)

<-M = l—cos(x)<—M—Mcos(x):>(M—1)cos(x)<—M—1:>
e) 1 +cos (x) e I'ultimo argomento fornisce

+1 4 M+1 4 2
= x<cos | ——|=cos | -1+
-1 M-1 M-1

un angolo poco piu grande di
Verificare la falsita delle seguenti uguaglianze

= cos(x) <-—

2 2
28, a) lim =15 b) i 1m3’C+1 “350) lim — =475 d) lim=2h =3 ) limE o
-l x—1 -0 2x—1 Sl B =03x+2 2 =l x—1
a) x—+1 =1+ 2 >1 e al tendere di x a 1 il secondo addendo diventa prossimo a piu 0 meno infinito,
X— xX—

secondo che ci avviciniamo da destra o da sinistra

b) Sostituendo 0 a x la funzione vale —1
2

X
C

) 1+2x
riamo 47 gia per x = 1000 otteniamo circa 500

d); Sostituendo 0 a x la funzione vale 2/3

e) Per x # 1 la funzione vale x + 1, che per x in un intorno di 1 si muove in un intorno di 2
2

>47 = x> —94x—47>0= x> 47+4/141 >94,5, quindi per valori superiori a 94,5 supe-

2x+1 2x + x* X

29. a) lim =+003; b) lim =23c¢) lim =1;d) lim =4
oo ]+ 2x xoteo | x —1 xo=e 2x—1 =2 x+2
x 1_1.
e ’
b) 2x +1 \/E :
2x+x° x2 +1 s . )
C) 1 1+ 1 >1+x, all’aumentare di x superiamo abbondantemente 1
xX— xX—

d) Per x # 2 la funzione vale x — 2, che per x in un intorno di 2 si muove in un intorno di 0

Operazioni aritmetiche con i limiti e forme indeterminate
Calcolare i seguenti limiti
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Fra parentesi quadre scriviamo un’espressione simbolica che non ha significato algebrico

L; f) lim tan(x)

1. a) hmi b) hmi, c) hm—1 d) lim +1, e) lim

xol* x_l - x—1 x—> ()C—l) x=0" \fx x~>+oo_\/; T
2
a) llmi={£}=+oo;b) limi=[£_}=—oo;c) lim -l == -1 =—0;
a1t x—1 0" =1 x—1 0 ol (x—l) 0"
d) 11merl [%}=+oo;e) limi={ ! } 0;f) lim ran(x)=|tan Z ||=+0
=07 fy 0 o [y | 400 T 2
2

2. a) lxigrllsin’l(x);b) }Lrgsin "(x)50) }Lr(r)lcsc H(x); d) lirgtan( x)s;€) }Lrglln( x); ) lig}cot(xz)
2
a) 1j£rllsin_l (x)=sin"'(1)= % ; b) )}1_{{11 sin” (x)=sin"' (1) = EE

=+00; d) lim+ tan(x) = {tan [% J:l =40

2

¢) lim ln( ) = [ln(O+ )J = +o0; f) limcot(xz) = [cot(O+ )] =400

¢) limese™ (x) = [cs(1 (O*)

x—0"

L1

x—0" x—0
3. a) lim/n(x);b 1 50 11m2 *5d) lim ln(lj,e) llrp( j ;) lim (%j
a) lim /n(x)= [ ( ] +o0; b) lim 27 —[2+°°] +00;¢) lim 27" —[2_” 0;

@G oG] M -
(3] {6 |-

4. a) lg}}lo‘g" (2);b) }ig}logx (2)50) }Ll’gl log,(3); d) xli)erCOt_l (x);5e) Xlirgocot‘l (x); D lir?_sin’l (x)

X—>—
2

a) lim 1/0g, (2) = [log1+ (2)] =+o0; b) lir}} log,(2)= [logl, (2)] =—o0;
¢) limlog, (3)= [logo+ (3)] =07;d) lim cor™' (x)= [cot‘l (+00)] =0;

x—0" X—>+0
o ] o L (2) #
¢) lim cor 1(x)z[cot 1(—00):|=7Z’; f) xlir%sm '(x)=sin 1[7 =

2
Stabilire quali dei seguenti limiti esistono, giustificando la risposta

5. a) limsin(x);b) lim ln(lj ;) lirrzlsin(x); d) 1i1’£1 cot(lJ; e) lim cot(lj
X—>+%0 X x> x—0" X X

X—>0 X—>+00
X—>+0 —+00

a) Non esiste perché sin(x) ¢ periodica; b) lim ln(lj = {ln (Lﬂ = [ln (O+ )J =—0;
x

x—0"

) lim cot@ - {cot(iﬂ ~[cor(0)] =+

6. a) lim\/g;b) fim (\/—xz—x—l);c) lim(\/—xz—x—l);d) lim (V=x—1)

X—>+0 X—>—00 X—>+0 X—>—00

c) linrzlsin(x) =sin(2); d) lim coz[ 1 j {coz [O%ﬂ = [cot(+oo):| =7, perché cot(x) & periodica;
X—> x

a) lim \/I :{ L} =0"; b) Il radicando al tendere di x a meno infinito assume valori negativi per-
X—>+0 X _'_w

10
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ché x? cresce molto piu di x; ¢) Come il precedente; d) lim (\/ —x—l) =400
X—>—00

Calcolare i seguenti limiti (non tutti sono forme indeterminate)
Livello 1
? ~1 _oxt—1 x* -1 X+ :
7. a) lim*— b) hm ;¢) lim—— al =5 d) lim X 5 e) hmxz—+ ; ) lim —
o x—1 Ix* -1 =1 (x-1) x> x—1 o=l x® —1 >-lx” +2x+1

D) e 1 MHOO

- = o

2
x —x-1

a) lim

x—)lT )HIN‘(X—FI)_Q,C) P_rj} (x—l)i
o EV =0 i Rt ) () ()13 () () :F}:m

1.1 g~ (x_l).N -1-1 2’ (—1)2+2(—1)+1 0"
x - X+ X —4x*+9 X —x . 4x* -1 x> =7’
8. a)lim b lm ,c lim —;d lim——;e) im———; f) lim
)H2x2+4 ) x>2 X7 — )H3 X +x-12 )H0x4+x )H;4x2— X D T X —TT
2°-8
a =0;
) 2’ +4

‘1—40 (r3)(¥-x-3) 933 3
= lim = i
)3 3 -3-9 w3 N(x+4) 3+4 7
1 -1 -3 0
2_
d) limx( : =-1;

3
b) 1im(2/3_ljw‘(3“2) RN
-1(1/9-1 | 8

_ _2x-1
. (3x_2).M 3x+2 ( 4 j[;/ﬂ ‘(12J+00_
¢) lim = — - 2= —0;
o2 | (37) - (4x-3) -17/3 17) |
2x-1
M ] -7/3 - -
d) lim (3x—2)-M h =(_—4 [OJ= (Ej_m =400
o2 | (37 - (4x-3) -17/3 7)) |

11
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11.

12.
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x+2 x+2 x*=7x+10
. [ X =3x —5x+4 |16 . (X =3x" —5x+4 6 X —4x> —6x+5 |¥+6x-55
a) lim 3b) lim| — 5 ;¢) lim 7 5
| X =5x* +3x+4 4| x” =5x"+3x+4 15" —7x"=5x+75
Pt r 6 _
1 =3 s/ 4 |1 =5 3|4 [ (x+x-1))7" [19jo+ (19)*‘”
; ;= lim = =15 =+0.
a) 4| 4 4|44 4 —4-4 s o] (¥ —x1) 11 11 ;
1 1. -1 0 1 -1 -1 0

X+2

= RGN

11
N \
1 -4 65 1 =7 -3 75 [ ®<)(F+x-1) J@TL g3 3
c) 5 ;= lim | =2 —| 40016 | = 400
5 5 5|-55 5 -10|-75 x—o5* M-(xz—bc—lfi) 0*
1 1. -1 0 1 -2 -15 0
ﬁ X +6x+5 3 ) x2+3x+2
P x?-8x-12 X2=2x— +2 -4 8 **=3x-10
2) lim —5x% +3x+9 . b) lim X 47+ 5x+2 |2 : ¢) lim X +2x"—4x—
=3 x* —8x* +21x—18 x>-1 xP=3x-2 -2 x* +5x* +8x+4
1 -5 391 -8 -18 1 1 -§-12
3 3 -6/-93 3 -15/ 18’3 3 12| 12’
V) 30 15 60 14 40 ’
(x-5)-(x<3), s 2
1}(5) X2 =2x=3) |(¥rarraf ey s (><3) x+1)|*® 2
= lim ( ) = (9)25 =lim # —4 3
x3 M-(x2—5x+6) 3 M'(X—z)
B ‘ 3 = /~§%§
J) 1 1Bk pur2 %%ﬁ% ' /144 -5+2 \ /*‘5‘3\ " 52
A | ’—T/— g ‘ \‘—_a/
>4 L -2 /\ —/+f 2 | 0
/'/’QL[ R 5
o v \ | & L} a1
| 4 (3 2) ( N\/(»H, | 3 Z [ / <
Aoy | Tt . R»‘/ e = o iy
](—7—) %J t/"(—&/—J\ - _r//BA/_ZdTg [ /,\—/:_ D
4 &
A %»’/Mﬂq’ .G
w/ _J\/F\ L = ~_—3—| = 8
1 L%) (ﬂ,z/} ‘
b) i
(x+])-M . 1
C) 1 2 _4_8. 1 5 8 4~:>hm M (x2_4) (x—ﬁmz ( j7:li M-(x—ﬂ 7:'z/Z
=2 -2 0182 -2 -6-4 > M (x +3x+2) ¥2 M x+1)
1 040 1 3 20
Jx -1 Jx-1 . Jx-\2 C Jx+2-4 . 1-3x-2
a) lim ;b) 1i l 3—;c) lim ———;d) lim ————;e) lim
1 x—1 x =1 =2 \[x=2 =2 xT—4 >ol\2x+3 -1
) - ~1 ) le 1
a) hm\/_x—z1 )g/ :l;b) lim ==
) - M (V1) 27 st) (Vr 1) (24t O
z
) + 2 1 x—2 1
o i T Ay -2 1,

= lim = lim
x—=2t / \/; + \/_ x—=2" o , \/_ 2+ \/_ x—2"

2_4 0

8 {\/2+2—4 ~ 2—4}:_00;

12




Carmelo Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Volume 5 — Capitolo 9 - Unita 3

VI=3x =2 I=3x+2 2x+341_ . 1-3x—4 2x+3+1_ —315/'45 ™3

e 1 -
) A o131 V2xi3+1 13x+2 =n12x43-1 J1-3x+2 w0 XM 242 4
2) lim\/x —x—x/_ . b) lim \/—’ ¢) lim 2x—\/§ : d) 1 x> +20-5

w3 Jx—2-1 2 x = X_NF 11— [ 1— \/_
\/x -X— \/_ NS —x+\/_ \/_+l —l'mx —x—6 Jx—2+1
XHT’ \/x 2-1 \/x 2+1 \/_x —x+\/_ =3 x—-2-1 \/X —X+\/_

R s
o =3 Je+de o

b) lim X \/_zlim 7 L.
e =2 Hﬁw.(ﬁﬁ) 22

2(x—B) Jie2_ 2(x—J§)( ale2)  2(xd)(242)

a)

4
c) hm ;
J—\/x +1-2 \/x +142 B X’ +1-4 H‘/—M (x 3 \/g
X’ +20-5 X’ +20+5 1++/x" -4 X 420-25 141 . x*-51_ 1
d) lim — lim 222 S
14 144 12045 B 1-(xP-4) 545 TS5 s
. 2X =5x" +4x-1 . 3x’—10x" +4x+8 . 3 +10x* +11x+4
a) lim 5 > 3 b) lim— > ;0) lim————
-l 2x =3x"+1 o2 x0T =2x"+x—2 ot x—x"+3x-3
2 =5 4l-1 2 3 o1 (»<-(2F -3x+1) (oj D<q(2x-1) 21
; ;= lim =[| = ||=lim = =—
a) 1 2 3] 11 2 U S D] (26 —x—1) LL0)] S o] (20 41) 241 3
2 -3 10 2 -1 -10
3 10 4/ 8 |1 -2 1|2 . M~(3x2—4x—4) 3.4-4.2-4
; ;= lim = =0
b) 2 6 882 2 022 [pg](x+1) 441 :

3 -4 40 1 010

o) lim 3x° +10x% +11x+4 [ 28]
o x?—x?+3x=3 0"
2) lim 7% +17x° —17x+6 b) lim x'+6x° +12x° +10x+3 ¢) lim X +6x* +11x° +2x° —12x -8
ol x4 2x7 —4x? —2x+3 ol X0+ x —6x° —14x* —11x =3 2 x> 4 6x* +13x° +14x* +12x+8
1 =7 17 176 1 2 -4 =23 [p<-(x'-6x" +11x-6) {o}
; ;= lim .
1| 1 -6 11|-61] 1 3 —1]-3"" 1 M-(x3+3x2—x—3) 0

a)1—611—6013—1—30

‘1 -6 11‘—6_ 13 —1‘—3‘ < (¥ -5x+6)

=
1

2 1
; = lim =—=—
1 =561 1 4 8 4

37 o M-(x2+4x+3)

1 -5 6 0 1 4 30

13
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3 -3 ‘ M-(x3+5x2+7x+3)_ 0
Do) [ }:‘

1 1 -6 -14 -11
; ;= lim hd
-3 -1 : -(x4—6x2—8x—3)

-1 0 6 8

1 6 12 10
-1 -5 -7

-1 0

1 5 7 30 1 0 -6 -8 =30

‘1 5 7‘3 ‘1 0 -6 —8‘—3 k(] (x? +4x+3) [0}
= =

= ;= lim —

b) 7o -1 4321l -1 1 5|3 = T (¥~ —5¢-3) L0 ;
1 4 30 1 -1-5-30
- ‘1 -1 —5‘—3:>lim M'(’C”) :[i}zﬂo
-1 -1 xe—l’M.(xz_zx—:S) 0"
1 =2 -3 0

0

1 6 11 2 -12]-8 1 6 13 14 12|38
2 -2 -8 -6 8 &2 -2 -8 -10 -§-

1 4 3 4 -40 1 4 5 4 40

; (k2] -(x* +4x° +3x° —4x - 4) {0}
;= lim =
Jeeat

S (x4 +4x° +5x7 +4x+ 4)

3 2
o 143 —4‘—4; ‘1 4 5 4‘ 4;:»1imM'(x +2x —x—z):[gJ
2| 2 -4 2042 2 -4 24 H—zM.(xuzquz) 0
1 2 -1 20 1 2 1 20
o2 —1‘—2; ‘1 2 1‘ 23hmM-(x2—l):4—1=§
=2 =2 0 22| -2 0]-2 H—zM.(xzﬂ) 4+1 5

1 0 -1 0 1 01 0
[a) 1/4; b) +oo; ¢) 3/5]

. X +6x+8x —2x*—9x—4 ) X +25x" —9x> —9x? —54x+54
16. a) lim—; 2 3 5 5 b) m —— 7 3 2

>-14x” +5x" +10x” +12x° —6x -9 -3 4x —25x" +46x” —34x +42x -9
4 |4 —6|— A(x*+5x° +3x" -5x -4
| ‘ 5 10 12 6‘ 9;:>ﬁmz><fi(x x* +3x" ~5x ):[0}3
£-1 -4 -1 -9 -3

9 "—’*'M-(4x4+x3+9x2+3x—9)

a 1 5 3 -5 -40 4 1 9 3 -90 ;

‘1 53 —5‘-4' ‘4 19 3‘—9' (P4 -x-4) g 0

1 6 &8 -2 -9
-1 -1 -5 3 5

1 =
R e R O R 9’:>’“1‘{I’1‘M-(4x3—3x2+12x—9) 28
1 4 -1 40 4-312 -90
o[-
0
5 _ 4 3 2 4 3 )
17. a) lim4x 19x" +24x" +7x" —28x+12 :b) lim X478 +16x2 +15x+9

=2 7x° —29x* +39x° —33x> +32x—4 -3 x° +10x* +37x° +63x> +54x+27
a)
‘4 -19 24 7 —28‘ 12

7 29 39 -33  32|-4 (<) -(4x* 11X +2x° +11x-6) T
14 -30 18 -30] 4 HzM-(7x4—15x3+9x2—15x+2) 0

4 -11 211 -6 0 7 -15 9 -15 20

7 215 9 —15‘ 2 <) (4 -3¢ —4x+43) 15 3

4 -11 2 11]-6 i
5 ;= lim - -
8 6 862 14 2 14]-27 2 pg] (7 -x’+7x-1) 65 13

4 -3 4 30 7 -1 7 -120

2 8 22 4 22/-12°2

=
2

14
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L7 16 15|91 10 37 63 s4[27 (R3] (%0 +4x7 +4x+3) 0
5 ; m ===
3 12 -12|-9°-3| -3 21 48 —45 0

7T A M~(x4 +7x° +16x> +15x+9)

I 4 4 30 1 7 16 15 9 0
4 43 17 16 15l9 G (x+x+l) 7
. . =| — | =—00
-3 3373 -3 -12 -12-9 0
I 1 10 1 4 4 30

2x 4x 2 _ ) _
18. a) hme by im & L -1 . ¢) lim ln2 (x)+1n(x)-2 . ) fim 22szn(x) 1
=0 % —1 0 g3 ] x—e [p (x)—4ln(x)+3 Hn 6sin (x)—sm(x)—l

e 1.(QX+1)_1+1_2.b) 1_mZEﬂl.(ewrl)-(e +l)_(1+1).(1+1):§;

x—0 S| N o x1—>0 N'(82x+€x+l) 1+1+1

o lim -[ln(x)+2]_1+2__§.d) fim 2sinfx—1 12
o TSt ] [in(x)-3] 1-3 277 of (2sinfey=1) -(3sin(x)+1) 3.1, 5
[t [1n(x)-3] ¢ (oinerT) (3sin()+) 3!
Determinare il valore del parametro k in modo tale che sia vera ’'uguaglianza
X0 —4x? 3 _4y? 2k+1)- X’ +4x* +x-6
19. a) limk3x 4x +x+6:_ b) lim k-x" —4x +x+6__4 0 11m( 3) XA +x—6_
2 x —(k+6) ‘Xx+6 2 x —(k+6) ‘X+6 X2 X =Tx+k—-6
Lntd
%\Z M:_— /' Ph- 16 1244 Dkt OO
K%_Uf*é)ﬁvf b (\ i
) ~LUH )6 z<as
4 1
- Pl | _ 7 o
- 2. (le-t) % le=1
@ L., ac YA Y ﬂ%(z/ﬁ(z 3] ~ -3
1>72 )@ 2u+( 7{'32<M (Z_rz/(:?j 5
4 -4 10-2
L&E 4
=230 1 2 Ao
- .23 _4.92 - 8 1
hmk X —dryxt6 k2424246 8k 8,kilz>ﬁ_l,k¢1:>—4sek¢1
=2 X —(k+6)-x+6  2°—(k+6)-2+6 2-2k )
b) X4’ axt6 [0] 14 16 10 76 (><(x¥-2x-3) 3
Sek=1:lm—————=—|= ; = lim =—
=2 X —Tx+6 0] 2 2 462 2 4|-6 HzM-(xz+2x—3) 5

1 -2 -30 1 2 =30
(2k+1)-(-2) +4-(-2) +(-2)-6 —-16k-8+16-2-6 —l6k

c) 3 = = =—16 se k=0, vediamo cosa
(_2) —7‘(—2)+k—6 —8+14+k—-6 k

accade se k= 0:

X 4dxtx—6 [0 14 16 10 —7-6  (RQ)(¥+2x-3) 3

Iim———=|— = ; = lim =—=%-1

=2 x—Tx-6 0] 2| -2 —4[6-2 -2 4|6 H-ZM~(x2—2x—3) 5 )

1 2 -30 1 -2 =30
quindi non succede per alcun valore di £.

15
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2k +1 +4x% + 6 X =T7x*
2. a o )x X6 3 i K =T +34x+2k 1
¥>=2 X =Tx+k—-6 5’ x—>2(k+l) —-19x" +42x+4k 2
a) Tenuto conto del quesito precedente la risposta ¢ k= 0;
k-2°—7-2*+4-2+42k 8k —28+8+2k _10k-20  5k-10 "
b) 7 3 deve percido essere
(k+1)-2 T19-2° 442244k  16k+16—152+84+4k 20k—52 10k—26
k=10 1 = 5k-10=5k-13=10=13= O, anche in questo caso non vi sono soluzioni
10k-26 2
. X +(3k—2)-x" +19x° +25x* +16x+4
21. lim

ol x4 820 +25% +(Th+3)-x° +28x+8
“143k-2-19+425-16+4 _ 3k—9

~1+8-25+7k+3-28+8  7k-35
Studiare i limiti seguenti al variare del parametro reale k

=0=>k=3

¥ _ e k+1)-x* — 4k —4
22. a) limkx—x;rl;b) lim M; 0) lim3kx3—x+k; d) ﬁm( )%
o (2k+1)- =1 o (Bk+2)x—2 el x4l w2 (k+2)x—k—2
a KT kL k=0 im Tt
2k+1-1 2k 2° 1 x?—]
k—k )
b) ———=0,k#0;k=0=lim =0;
3k+2-2 >l 2x—2
3k+1+k [4k+1 1. 3k-x’—x+k
= = k#——,lim————=o00;
-1+1 0 x>-1 x +1
c) ;
1 34 —x—1/4 . 3x—dx-1 —3(x+1/3)w 2 1
k=——=lim 3 =lim——— = =
4 " X+l ool 4(x +1) H14Mx—x+1 12 6

(k+1)-4-4k—-4 0
(k+2)-2—k-2  k+2

Usando il principio di sostituzione degli infiniti calcolare i seguenti limiti

d)

=0,k #-2, se k=-2 il denominatore si annulla e il limite non ha senso

4_ 3 2_ 5_ 4 3
23, a) lim 3x3 x4+7x2 6 . b) lim 5x* +x5+2x +3 ) lim 2x" —x"+x +18
x>0 DxT —xT —x" —Xx v—>°02x —x —dx?—x 7 o —5x* +3x° +18x% —3x+23
3x° X 2x*
a) lim ——= =—1;c¢) lim ——=-
X—>+0 _/ xX—>— oo_x X—>+0 _5
_6xt +x° —32x% —49x — 4478 2 =B —x 2ex’ —2x* + 22 + x5 =2
24. a) lim T - ; b) lim " 5 )llm S 5 ,
oo Dx=3x"+x +2x -1 o0 1o fSxt o =3 7 o 0t 4 3x° =Bl +ex’ -1
4 5
a) lim 6/—0;b) lim V2x Z—\/E;C) lim 26)2 =2
X—>—0 2x5 X—>+00 _\/§x4 5 x>—0 ex

7x-2 2_ _gy?

2 3x+1 % o o
25. a) lim 5"2“} ; b) lim(4x+;j3 "o o) lim (59;+3j = lim (11x+1j i
X

X—>+00 3x —X

7x 2 1

7 X 1 x
S 3 4x 32 (4 /4 3
a) lim siz =(§j3 ; b) lim (_xj3 =(—j3 =3l=;c) lim (5_xj3 = lim (
x—+0| 3y 3 x40\ Tx 7 7 x>0\ Tx X—>+00

—9x 9.
d) lim &j * _ lim (Ejz -0

x—>+o| §x x40\ §
ﬂ ﬁ 3x+2 x
. 12x+1 ) 2x+5 . 12x +1 ) 2x+5 32 s\, 34 26
26. a) lim s b) lim 5€) lim 2 —x 5| sd) im A —x —2x 41
a0l 4]1x—1 x>\ 4]1x—1 w0\ 3x7 —x? 4 x st x4 X7+ x°

16
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X -3 3x 3
2x 27 2x 2"
a) lim 12x = lim 12 =+o0;b) lim 12x = lim 12 =0;
x—>+o\ 4] x x—>+o\ 4] x40\ 41x x—>+o\ 4]

2_x+1 —2x3—x+5 257 +x+4

S_x? —x s 3 _ 52 470 —x-1 3,42 v
21, a2y 2SR g 20

7_x2 -5 X—>+00 3 X—>—00 3x3 —x=2

X =x*+2x—-1

3x2 =2x X 2x°

) o 2 N\ 2
a) lim 2_x2 =+ ;b) lim 3x3 =1Ilim3% =0;c) lim 2% lim 2 =0
X—>+0 7x x—+o|  x X—>+0 xX—>—w0 3x X——00 3

A2l N A 07 2
28. a) lim sb) lim

i st 430 A 13 e  — a3 +8Ux —3x
2J_ 2 “2x

a) lim ;b) lim ——=0
) X—>+00 3\/_7 3 ) X—>400 8 8
3x%+x+42
(4 4x?—8 ) 0 3 27l 2 w18 =2 L Tl = -
29. a) lim T3 3 o ;b) lim ;C) lim
o 327 + 47 +8x 4 -SRI 43280 +13x+3 o 20 453t + 3T -5
3x% +x+2 4 4 3 2 4
) 4y’ + x> =8 | 310 C2x3 —=TxT 4+2x% +18x3 =2 . 2x3 2
a) lim | ————— ;b) lim - - ; = lim ==
x>+l 3x7 + x° +8x X—>+00 2 i 3 b0 4 51
21x* —=51x3 +32x* +13x+3 —51x3
=3[ 1
c) lim wx

e

0. ) i 12355 —173x* —83x* —24 by lim 43 2 + 24 +2x+9

T T e s sl p i —3x T e 248 =5t 188 —13
8J_ 8 2x

a) lim 53b) lim

X—>+00 5 8 X—>+0 18'\/_
- [
31 a) lim =L s b) tim L0 lim =i d) lim s e) lim n(x) L) lim [
X—>— ’X +1 X—>+0 ,x +1 X400 X +2 x—+00 Q¥ x>0y x40 \[ x7 — x
a) lim >t = lim —= = lim = =-1 \/_ —x perché x tende a meno infinito;

X—>—0 /x2 +1 X—>—0 x2 x>0 —x
b) lim — Y im =1, ;€) lim —=+00;d) 0; €) 0; f) llm ,’ = lim \/§=
X—>+0 x2 x40 X X—>+0 X x—>+o \| x

2
32. a) lim M; b) lim [ln(3x2 +x—2)+ln(x+2)}; ¢) lim [ln(Zx3 +x—2)—ln(x4 +3x° )J

X—>+0 li’l( 2 —x— 1) X—>+0 X—>+0

In(x"+x In(x*
o it ) o 2 2)]

) 2x +x-2 ) 2x° .
) Jim I [mj = lim 1”[74) =[in(0)}=—
Determinare il valore del parametro k in modo tale che sia vera I’uguaglianza
(2+5k)-x3+x—1 7 (5k+3)-x5—x3’+x2 5

33. li =3b) I =75
a) fim (5k-2)-X+x 3 )xiTw(2—7k)-x5—x“+3 6

17
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3 —
a) lim ((2;5]‘2); t’fr 1=§k+5§, i%; §;5’;:%36+15k=35k—14:>k=1;
X—>+0 — - X X — —
5.3 2
by fim OKEI)Y XX k3 e{_g;g}jsmga =2 30k 18210435k = k = =
e (2-Tk)-x" —x*+3  2-Tk 57) 2-7k 6 5
_ . 4 2 . 3.2
34, a) lim (8—3k)-x 42x 3+1:E; iim (4k +1) x3 X+l 9
X—=>+0 (5+2k)x —3x x%+oo(5k—8)'.x —-2x+3 5
8-3k)-x*-2x*+1 8- _
) fim B3 ¥ 2041 83k g{—§;§}:>8 I o4 ok =554 20k =k =—1;
e (542k)-x* =3x 5+2k 2°3 542k 3
4k +1)-x° —x* +1
by fim (M2 dke] e{—l;§}:>4k“=2:>20k+5=45k—72:>k=Z
X—>+00 — X — x+ —_ _—
(5k—8)-x’—2x+3 5k—8 4°5] 5k-8 5 25
) (2k—1)-)c3—3x2 3 ) (3—4k)-x3—x2+1 ) (8k+1)-x2—x+1
35. a) lim > =—= lim 5 =+4003¢) lim =—
X—>+00 ‘x —x X—>+00 ‘x —_ x X—>+00 .x
(4k +2) +3 4 (2k+1) 2 (5k+3)-x+3
o (2k-1)X° 1 1
lim — /7 -
. (2k—l)x3—3x2 xiﬂo(4k+2)-x2 ¢2 o0 kiE 1
a) lim 5 = = =>k=—;
o (A +2)-x* —x+3 352 13 k:l 2
o (4/242)x7 2 4 2
3 —00 k<—lvk>E
PG P =TRVETy
C(3-4k) X x4+l o (2k+1)-x 4 1 3 3
b) lim 5 = =< 400 ——<k<—-=>-—=<k<—;
e (2k+1)-x% —2x _ 2 2 3 2 4 4
lim =—— k==
w0 (2:3/4+1)-x> 5 4 |_2 )
5 4
2 —o0 k<_l
]imm k#—— |o joe_d 8
) (8k+l)-x —x+1  |xo= (5k+3)~x 8 1 1
c) lim = = =40 k>——=k<——
w0 (5k+3)-x+3 —x+1 18,1 8 8
e (<5/843)-x+3 8 19 g8 |8 , 1
19 8
o (4-3k)-x -1 _ (3-4k)-x -2y (1l +1)-x" =x* +2x-1
36. a) lim 7 =0;b) lim 5 =0;c¢) lim 7 ; =0
e (7-2k)-x* =2x+3 v (Th+3)-x% +2x -1 o (5k+7)-x"=2x" +1
4-3k)-x°
o (4=30)- " _ kr]
o (4-3k)-x -1 oo (7=2k)-x 2
a) lim 7 = =k#—;
o (T=2k)x" =2x+3 | (4-21/2)-x" -1 7
lim =40 fk=—
X400 —2x+3 2
(3—-4k)-x° 3
B A — k;,g_
o (3-dk)x’ -2 | (Th+3)-x7 4
b) lim 5 = =0,
wowe (Th+3)-x7 +2x -1 . 042 8 3
lim —————=—— k=—
o (21/443)-x° 33 4

c) Il limite ¢ sempre zero perché il
indipendentemente dal valore di &

denominatore ha sempre denominatore maggiore del numeratore,

Studiare il valore del limite al variare del parametro k

18
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(k+1)-x3—x2 +x

(2k—-1)-x° —x* +1

37. li ;
VI ey ) e e
~(k+1)-X°
‘ (k+l)-x3—x2+x xllﬂo—f =k+1 k#-1
a) xli,;]—/loo xS_(k+l).x N _x2 ;
lim ——=0 k=-1
X—>+00  x
2k —1)-x° _
im ((kk 6)) x3 :2kk 61 kg{—6;%}
X—>+00 + -x +
2k—1)-x" —x* +1 —x2
b) limw( k )f T lim ———~ +.13 - =1
o (k+6)-x7 +1 e (1/246)-x° +1 2
. (—12—1)-x3—x2+1
li’ﬁo 1 =0 k=-6
8. a) i (2k+1) X +4x° by i (K =1)-x"+x* +k
. im ; im
s> fooxt =T x+k X0 (k+1)-x3—x
2k +1)-x*
(2k+1) KRS x’i’i’w%:wki“ +o k>0vk<-1/2
a)li}ﬁo P X =< —00 -1/2<k<0;
w7 lim —— g k=1 |3 k=1/2
xoro x7 [T -x+k 2
(£ =1)-x°
lim W:k_l k#+l1
X—>+00 .x
(K =1)-x" +x" +k 2 k=1 k#-1
b) lim 3 =4 lim —=—0 k=-1
X—>+00 (k+1)x —-Xx X400 —y —0 k=-1
2
lim%zo k=1
X—>+00 X

Calcolare i seguenti limiti
39. a) lim(~13x—2 —/13x+8); b) lim

X—>00

(\/x —-1- \/x +2x) (\/3x —x-1- \/4x +5)
a) 0 perché le due espressioni, all 1nﬁn1t0 sono sostanzialmente uguali;

(\/xz—l—\/xQ+2x)-(\/x2—1+\/x2+2x) / 1- (/+2x)

¢) lim

X—>+00

b) lim — lim ~ lim 2% fim =2
X—>+00 \/x2_1+\/x2+2x X~>+OO\/X _1+\/x +2X x~>+00\/_+'\/_2x4)+oox+x
(J3x2—x—1—J4x2+5)~(J3x2—x—1+J4x2+5) 3 r 4 5 e
C) lim = lim = lim
xore B2 —x—1+/4x2 +5 H*°°«/3x —x—14+4x*+5 H““\/3x —x—1+/4x? 5
40. a) lim(\/2x2—3—\/2x2+x);b) lim (Vx—8 —17x+3); ¢) lzm(\/x —3 -4y +x—1)
(Vax'=3—V2x'+x)-(Var' 3+\2xi+x) 26 -3-(267+x) G
a) lim = lim = lim lim
X \/2x —3+\/2x +Xx *‘”\/Zx —3+\/2x +x 20 440247 ‘”“’"2\/_)6

= lim

b) lim (Vx =17x) = lim (1=/17 )x =0

(\/x —3—\/x +x—1)-(\/x —3+\/x2+x—1) / 3— (/+x 1) —x
= lim =lim ———— lim —
Jx? =34+ +x—1 =i [ =3 x—1 H""0\/>+\/72)‘*“"235

a) llm(\/3x —x+1—\/x +2x— 4) b) llm(\/—x -x+3- \/ 2x° +x?

X—>0

) lim —2-x

X—>+0

41.

19
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a) llm(\/_ \/_)—hm( )x +00;

X—>+0 X—>+00

b) lim (@—@): lim (1-2)v-x" =0

X—>—00 X—>—00

_ 2 _ 2 x x X _Ax
Q. a) im V2 \/5x+ by lim 33 +5—+2x x’ & fim 25:35 L. gy sim 273
X—>+0 ’7)6 +2— [, _ X—>+00 ’2x2+ _ [ _ xa+ool() x0+1 x>0 45 + x
_ \/2x \/3x —\2x* _\3- J_ J_ 2 3"
a) lim ;€) lim ——s
x~>+oc x~>+oo \/2.X' \/5 x40 10 - x

oo 43 _xli,-;i-/loo(él.j =0
T R i S W G e FX S B £ S B L B P SR B C
N YCIY r e C rec S P e \/5x_+—m o 1 —5 —\Brrl
e 'b) lim Ve Ly Jx Vsx?

=400 !

>

a) lim ;) lim ——=—1:d) lim ~———
X—>+0 ,3X \/_ X400 '4)( 2 X>—0 _ ,xZ xa+oo 7X
44, a) lim >} (D) lim 22y im0y tim 5”1—+
x40 3% x—>+oo7 2 +x—1 x—to  4F x40 T +x

a) lim 8_:lim(§j =+o0; b) lim 3:2 :%;c) lim (—%]:—oo;d) lim S'Z :2
Vg

x>+0 3 x40l 3 x40 ] . Q¥

3 3
. w) din N by lim J2xd —1-+/2x° +3
e f5x+3—5x—2" " e 3 23 o3t —xt1

iim (\/x —x =¥’ +1)-(\/x2—x+\/x2+1) '\/5x+3+\/5x—2:
N o (xr3 = x=2) (VEx+3+45x=2) it —x+a? 1
= lim /—x—/—l \/§_ im . =
x~>+w&+3 &—{—2 X x>t ] X
. (\/2)6 —1-+2x° +3)-(\/2x3—1+\/2x3+3) ' V2xt —1+42x° +3 _
) H*‘”(\/ﬁ%xz—3—\/3x2—x+1)-(\/3x2—3 +\/3x2—x+l) B =3 +8Bx2 —x+1
= lim é)c\lé)\fi 2" = lim —4_2x
= 3 3 3 4 1\/3>< ex—4 V3
46. a) lim 2\/x +x+1—\/4x . b) lim VI-x—+/5-x

o 3\/x2+x+1—\/9x2+1 H”"S\/x -1- \/25x +x+3
(29 +x 1= =3 ) (2w L —3) W tx 1440 41
lim
)Hm (3\/x2+x+1—\/9x2+1)-(3\/x2+x+1+\/9x2+1) 2\/x N -3
a

467 +ax+4- 407 43 3 2
H+°°>B<+9x+9 O -1 2& H*‘”&x \X 3

3

2

20



Carmelo Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Volume 5 — Capitolo 9 - Unita 3
i (\/l—x—\/S—x)-(x/l—x+x/5—x) 5\/x2—1+\/25x2+x+3
m . =
b) o (5\/x2 —1-+/25x +x+3)-(5\/x2 —1++/25x° +x+3) VI—x++/5—x

=X =5+ X s 4
=i lim — -5-x =0
S 25 —x-3 Ax ex

Determinare il valore del parametro k in modo tale che sia vera I’uguaglianza

N

47. a) lim (\/2x2—(k—l)-x—\/k-x2—2):—7; by fim (|J(#k 1) +3x—1 = [ +(3k=1)-x =2 =1

_ 2
(2 k)x =400 k#2

lim —————
a) . 2x* —(k=1)-x—k-x*+2 i (2-k)x*—(k=1)-x+2 | == o 1 Jk- 5 o
"_’“’\/sz—(k—l)-x+\/k-x2—2 x"“’\/sz—(k—l)-x+\/k-x2—2 i —x+2 1
m =—
H*‘”\/Zx —x 247 - 242
k#0
by lim (4k+1)-x22+3x—1—x2:(3k )-x+2 H+°°4/4k+1 37+ L
Jk+1)-x 31+ [+ (3k-1)-x-2 P e S =0

48, tim (k1) +3x-1 = ¥+ (3k—1)-x-2) =2

X—>+0

Dal precedente quesito si ha k=0
49, tim (k1) +3x—1 = ¥+ (3k—1)-x=2) =0

X—>+0

2
Dal quesito 47 si ha lim dex

o \/(4k +1)-x* + I

Studiare il valore del limite al variare del parametro k

50. lim ([ =(k=1)-x = J(k+1)- -1

X—>+0

=+ per k>0

—lx?
lim ————=-© k>0
lim ko’ =0 k=0 (1+ s )
R e e VIl () s W AEVA SRS RSV —h?
lim = =< lim ———— -1<k<0
e e ) R T e T A 2 I SRR b (RRV ) Jx
H+°°\/x +x+\/x -1 2 lim x+1 _1 k=0
""*‘“\/x +x+\/x2—1 2
st tim (f(4k=1)-2 +3 =% +(k=1)-x-2)
DT
im = +00 -
H+°°(«/4k_—1+1)/
_ 2 2 _ _ 2
im (4k—1)x"+3-x"—(k-1)x+2 i (4k-2)x" 1.1
x—>+oo\/(4k_1),x2+3+ x2+(k_1).x—2 X_HOO(\/M-FI)X 4 2
1/2x 1 !
x—>+oo\/_+\/_2_4 _2

52 lim ((2k+1)-2 +x = f(2%-1)- ¢ -2)

X—>+00
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o (2k+1) X +x—(2k-1)x7 +2 2x% +x+2

lim = lim

o Jak 1) 2 rx s 2k =1)27 -2 (V2k 42k
3. lim Vi +x+1—+x? =3

""*“’\/ k+1 X Hx+1- \/ k+1 a1
\/(k+1)-x2 +x+1 +\/(k+1)'x2 +1

Vi +x+1++4x* -3

=400 k>l
2

lim ke +x+1-x"+3 _
v (k41)- x> +x+1—(k+1)-x* —1

_ 2

i 1) -2\/_“15”11: k>1
X—>+0 x +

= [im (k—l)x2+x+4.2 k+1'/ =< lim (k_l)X2 -2 k+1 =—w0 0<k<l

X—>+0 X (\/;‘l‘l)% X—>+%0 X \/E+1 s
lim x+4-Lﬁ=ﬁ k=1
x40 X \X
o JUe=1) 2 +kx = J(k=1)-x* +1
o m

= J(2k=1)- 27 +2 - (2 - 1) 2 + ko x -1

. (R +kox- (BE -1 Jok-1) 2+ 2k -1)-x 4k x—1
XE?@M+2—M—1¢ x4l Jk=1)xt +hox o+ J(k=1)-x7 +1

_ g ox-1 N2k-1 A _ 2R
e kxt3 k1A

Continuita di una funzione

Determinare e classificare gli eventuali punti di discontinuita delle seguenti funzioni

X \/_ 4x 4
L. a)f()— 2,b)g(X)— 750 h(x)= =
-X 1-2x
o - : x>0 x20 TR
a) calcoliamo 1l dominio della funzione: 5 = =>x20,x# J6, quindi ’unica di-
6-x>#20 |xz+J/6
.4
scontinuita possibile € in x = J6 , stabiliamone il tipo: lim )66 Jx {\/60:/8} =+, quindi disconti-
>
nuita di II specie
. 4x 4 2
b) Jim = g(x) = el quindi x = +\/_ II specie; c) xliwfl_—z)cz =00 =>x = ig, II
specie
7- J_ X -1
2. ) f()=7"-3b) ()——;C) h(x) =

() i

= x 20, quindi non ci sono discontinuita nel dominio;

x>0
a) dom(f):{x

= —1
b) dom(g): sin( );t 0= x+#kr,k e, distinguiamo il caso x = 0 dagli altri: hng ( ) =1, poich¢
=0 sin(x
perd non esiste g(0), abbiamo una discontinuita di III specie. Mentre per x = km, k& #0,

22
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x—1 — x—1
X

non esiste A(1), quindi x=1,110 specie

®) f(x)= J-J-mgﬁ— (RJHM)m%ﬁ%mm@pw{éi

) ()
a) 11 =24/2, ma non esiste f{2), quindi x = 2, III specie;
52 [ \/_ Hz N

. tan . . . . ..
b) lim ( 4) =00 = x =7/2 + km, Il specie; ¢) non ci sono discontinuita nel dominio;
x>/ 2+kr 3 +x

d) X lim cos (LJ = x =1, Il specie
x —

x—1

) k ) ) .. ) ) Coxt=-1 .
lim —> :{—”} =00, in questo caso la discontinuita ¢ di II specie; c) lim>X— = lim(x+1)=2,

x+1—|2x—1
x-2

Clx- )
Mﬂw—| |Mg®| |ﬁM®—|;MMMF

|x l| (1 - x) x _ .
a) lim =lim =lim—=1=x=0, III specie;
x—0 X x—0 x—0 x

\z _Ly |x—2|

b) hm| — |—hm

im = lim =——=x = 2, | specie;
x-2" x x—2° N 4 i I N(x+2) 4 P
-2
lim |x2 |:oo:>x= -2, 11 specie; ¢) lim =3 = lim 3 —1; lim —3 lim —3:1:> x=3,1
x—>-2 x° =4 x—3" |x 3| =3 3—x x=3" | x — 3| x—>3*x—3

x+1-2x-1 - - x+1-2x-1 -

specie; d) lim 2=t =2l 2 X 1 lim L ST S SN
x—2" x—2 x—2" x—2 x~>2+_x—2 x—2" xX— x~>2’2—x

= 2, III specie

a)f(x)={_xz3_x3+3 x<0.b) (x)={2x2_4x+1 x<-1

9
2x +x* =5 x>0 X427 +x x>-1
a) L’unica discontinuita possibile ¢ nell’ascissa in cui cambia la legge di definizione, cio¢ x = 0:

lim (—x2 -x +3 ) =3; lim (2x3 +x* - 5) =—5=f(0), quindi discontinuita di I specie.

x—0" x—0"
b) lim (2x2—4x+1)=7; lim (x3+2x2+x)=4:>x=—1,Ispecie
x—>—1" x—>—1"
1
2x+3 sex<0 — x<0
a = ;a =
)f(x) {x2+3x+3 se x>0 )g(x) X
x x=20

a) lim (2x +3 ) =3; lim (x2 +3x+3 ) =3 = funzione continua anche in x = 0;

x—>0" x—0"

b) liml:—oo lim x =0=x =0 II specie

x=0" x x—>0"
1+|x—3| 1-|x—1
a) f(x)=m;b) g(x)=m
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LA T3 R
“ yEs gl YE- mES
An)z | a-uty = T

C 1 +3~x R D (4‘56 POa

1+ K3 Lz

{ / T TN
M K _ p W =L cycodmnc i ot 4 /%@L\Q
32 K=2

//
-2 — =0 5 Xrlf / #t

| fie 7
qoy=) A gz |4 nr -
! i S T -1 %
s ol .
Z:ﬁ{_ﬁ qad (ZRE gt
~K=[-1 =3
/@vu« Ll — 1“44 /;’C - AR\ %/‘/L)LQ/‘%“L;VLML%A—J’]”V/‘Zv{
A=>0 A w>0 X
Y =, Ho-2 L e
Coee — - ¥
b) w>-L At
l x<1
x+1 x<l1 *
a) f(x)={x 1<x<2;b)g(x)= Ll l<x<2
x_
x* =2 x>2
x—1
— x>2
X
a) lim(x+1)=2;limx=1=x =1, I specie; limx=2;lim(x2—2)=2:>x=2continua;
x—l1 x—l1* x—2" x—2"
.1 N | ) .. ) -1 1
b) lim— =0 =x =0 II specie; 11m—=1;11mi=+oo:>1,H specie; hmi=2; hmx—=—:>x
x>0 x P x—1" x — -2 x—1 -2t x 2
=2, I specie
x+3|+1 lx+3+1

a) f(x)zm;b) g(x)=

a)  |x—1|-|x+2|z0=>|x-1|#[x+2| = x-1#x+2vx—1#—x-2=-1#2vx=-1/2, quindi:

lx=1]+|x+2]

x+3|+1
lirn1 ﬁ =00 = x =—1/2, Il specie; b) Stavolta il denominatore ¢ sempre positivo, quindi non
X—>>—— X — — X +
2

ci sono discontinuita

Determinare ’eventuale valore reale dei parametri in modo che le funzioni siano continue nel loro domi-

k-x+3 sex<0 x+k sex<l1
; )f(x): 2
x +2x+1 sex=>1

10. a) f(x) :{

a) L’unica discontinuita puo esserci in x = 0: lim (lcx+3 )=3;lim

x—0" x—0"

scontinuita per ogni k; b) lim(x+k)=1+k;lim(x2+2x+l)=4:>1+k=4:>k=3

11. a) f(x)z{

X4+x+1l sex=0"
<x2+x+1)=1:> vi & sempre di-

X +k-x+1 sex<2;b) f(x):{k~sin(x) sex<0

X +x—1 sex=>2 Xt +x se x>0
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a) lim (x* +hc+1)=5+2k; lim (x* +x-1)=5=>5+2k =5=k=0;

x—2" x—2*

b) lim & -sin(x)=0; lim (x* +x)=0 continua Vke R

x—0" x—0"

2kx® =3x+k sex<l ]

l se x>1
3o +2x—3k sex>1 x

a) f(x):{ b) f(x)=
k> +x sex<l1

a) lim (2kx’ = 3x+k) =3k —3;lim (3k” +2x—3k)=2=3k-3=2=k=5/3;

x—1" x—l1*

b) limlzl;lin}(kxz+x):k+1:>1=k+1:k=0

-l x x—1
2 — -2 se x<0 (k+1)~x2—x—3 se x<1
= ;b =
2) f(x) {x3+k2x2+3kx—l se x>0 )f(x) {(kz—Z)x2+x—2 se x 21

ﬁwe’cﬁqﬁ\m@@\ Vki\//& A //(\{o§ *%@’2’%4/6
(/Z/&%A%{\M dm% N 7
orn (“Z-W‘Z) > =R, A OBk 2ten 9y

Ao~ U o+ v}éeﬁz
U =0 N € amp WMME’%Z%/J&é%MQi
) A (et ) ptmn-3 = Clesrt) 432 -3
N3y~ |
Qe (-2t 1 2.2 (et} ¢|-2=H =3
>4 iy g2 M 1?2 o> b9 v%:{

b)\/LX/CX/J”/M—L\I@\w AX K-3=

X +(3k+1)-x+1  sex<2 X 4(1-2k)-x  sex<-1
2 f(x) {(2k2+1)-x2+2x—k sex=2 ) f(%) {2kx2+x+l se x> -1
lim [+ (3k +1) x+1] =7+ 6k; lim | (26> +1) x> + 2x—k | =8+ 8K” ~k =

x—2" x—2"

2) 7417

=T7+6k=8+8k’ -k =8k -Tk+1=0=>k= T6

b) fim [x*+(1-2k) x |=2k; lim (2kx° +x+1)=2k =2k =2k = Vk R

x—>—1"

ax2+(3b+1)-x se x<2 a-x*+b-x+1 se x<1
= ’b =
2) f(x) {(2a+1)-x2+x—b sex>2’ ) /() {b-x2+2x—a se x>1
3 lim[ ax® +(3b+1)x | = 4a+6b+2; lim [ (2a+1)x* +x~b]=8a+6-b=
—8a+6b+2=4a+6-b=4a+Tb—4=0
b) im[ ax’ +bx+1]=a+b+1Llim(bx* +2x—a)=2=>a+b+1=b+2-a=a=1/2,VbeR

x—1" x—1"
fx+2 x<-2
a-x*+b-x sex<-1 kx—h
a x)= ;b x)= -2<x<0
)f( ) {x2+a-x—b se x>—1 )f( ) x—1

\/x+h+\/E x>0

a) lim [ax2 +bx]=a—b; lim (x2+ax—b)=1—a—b:>a3h=1—a§h:>a=l/2,‘v’beR;

x—>-=1" x—>-1"
b) lim (kx+2)=—2k+2; lim kx_lh=2k+h:>—2k+2=2k+h:>h=6—8k;
x—-2" x—>-2" x—
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lim =7 :h;lim(\/xvth +JE)=h:>h=h

x>0~ x—1 x—0"
k x<0
x+k
17. f(x)z sin”' (x) O<x<l1
ln(kx) x>1

lim =1; lim sin™' (x) =0 discontinua in x = 0, sempre
x=0" x4+ k x—>0"

18. Dare ’esempio di una funzione continua soltanto per x > 3, x # 5. Giustificare la risposta.

In (x — 3)
X)=——+
S(x)=="—=
19. Dare I’esempio di una funzione continua soltanto per x 2 3, x # 4 Giustificare la risposta.
x-3
X)=
f(x) =

20. Esistono funzioni con infiniti punti di discontinuita? Giustificare la risposta.
Si, p.e. tan(x)

21. Esistono funzioni discontinue in ogni punto del loro dominio? Giustificare la risposta.
Si, p.e. la funzione di Dirichlet

Calcolare i seguenti limiti

22. a) lim ln(lj ;b) lim tan {(zj } ¢) lim tan™ sz }
X—>+0 X X—>—00 3 X—>+o0 3

a) lim ln(l =[1n(07)]=—0: b) lim tan{(%)x}:[mn(wo)]:wo;

X X—>—00

23. a) limtan”

; b) lim tan™ (l), ¢) limcos™ (lj
x—0" X x—2 X

-1 _n. . af 1Y T_o)]=_Z.
=tan™ (0)=0;b) lim fan ()J-[tan ( )} >

x—=0"
¢) limcos™ (lj =cos™ (l] =z
x—>2 X 2 3

Teoremi sulle funzioni continue

Stabilire a quali delle seguenti funzioni si puo applicare il teorema della permanenza del segno nel punto
indicato
2
L afl)=x*+x+Lxo=1;b)fAx)=x*+x,x0=0;¢) f(x)= x2 +1,x0 =13d) f(x)=+x+1,x,=-1
x —
Il teorema afferma che se il limite di una funzione continua in un dato punto non ¢ zero, allora vi € un
intorno completo del punto in cui la funzione ha il segno del limite. a) f{1) =3 > 0: si; b) f{0) = 0: O:

2
no; ¢) lim > +1=ooin0; d) lirn]\/x+1 =0:no

x—1 x2 — X—>—

2.  a)fix) =sin(2x + 1), xo = 0; b) fix) = tan(x — 2), xo = 2 + 1/2; ¢) fix) = In(x* - 2), xo0 = \/§
a) f0)=sin(1)> 0: si; b) A2 + 1/2) = tan(0) = 0: no; ) f(ﬁ) =0:no
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1
a) f(x)=e",x0=0;b) fix) =sin"'(x + 1), x0 =15 ¢) f(x)=x1-x",x,=-2
1 1
a) lime* =1,lime* =+o0: no, perché la funzione non ¢ continua in 0; b) f{x) non esiste in un intorno

x—0" x—0

di 1; ¢) 1@2\3/1—)& =-37:s

Stabilire a quali delle seguenti funzioni si puo applicare il teorema di Weierstrass, nell’intervallo indica-
to. Laddove possibile determinare minimo o massimo assoluti

4.

a) flx) =x? +x + 1, x € [1; +o); b) fix) =[x, x € [2; 5]
Il teorema afferma: Se f'(x) ¢ continua in [a; b], allora essa ammette in [a; b] minimo e massimo
a) No perché I’intervallo non ¢ finito; ma x,, = 3 dato che x >1 = x>+ x+1>1+1+1=3; non vi &

Max perché lim (x2 +x+ l) = +00; b) No perché la funzione non ¢ continua per x intero; x, = 2; xy =5

X—>+00

a)flx)=x+2,xe (1;3);b) f(x)= 21+1,xe[—2;2]
x

a) No perché I’intervallo non ¢ chiuso; no min e no Max perché 1 +2 =3 <fix)<3+2=35;
b) Si: min = 1/(2>+ 1) = 1/5; Max = 1

a) f(x)zsin(3x+

1
x—2

Vas :;-[.‘4).4;»-4 L

j,xe[l;3];a) fx) ===

2
X

7
b s
ot Ll s

) :{j" Tt
Yy - /\T(7; 7 }{ B N <77 -
iy Lok Juzga
o loeld j——" SMBELSD
. 5 5 1 1 1
b)Si:2<x<3=24<x"<9=3<x-1<8=>-<——<—
8 x -1 3
x+2 x+2
a X)= ,xe|l;3];b X)= ,xel3;5
a) No perché non ¢ continua per x = 2: non ha minimo né massimo: lim ! = —o0; lim ! =+0;
=2 x—2 x=2" x =2
b)Si; f(x)= ! ;33x§5:>1§x—2s3:>1s ! <1
x—2 3 x-2
x+2 .1
a) f(x):2—4,xe[—3;—l];b)f(x)=sm 2x+1),x e [-1; 0]
x —
a) No, non ¢ continua in x = —2;
1 1 1 1 1
x)= ,X#-21m f(x)=——;-3<x<-1=-5<x-2<-3=--X< <——;

b)Si;—1<x<0=>-1=2+1<2x+1<0+1=1=sin!(-1) =—n/2 <sin”'2x + 1) < sin"'(1) = n/2

Stabilire a quali delle seguenti funzioni si puo applicare il teorema di esistenza degli zeri, nell’intervallo
indicato. Per quelle per le quali non é possibile, dire se pero si annullano nel dato intervallo

9.

a) fix)=x? +x,x e [-1; 1]; b) fix) =Lx + 2, x € [0; 5]
Il teorema afferma che la f (x) deve essere continua in [a; b] e fla) - f(b) <0, allora esiste a < ¢ < b :

fle)=0.
a) No: f(—1) = 0, quindi xo = —1; b) No: non ¢ continua nei valori interi. Non si annulla perch¢ 1 valori
vanno dal0+2|=2al5+2]=7
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10. a) fix) =x3 +2x—1,x € [-2; 2]; b) fix) = e¥**, x € [-5000; 7000]
a) Si; b) No: la funzione ¢ sempre positiva, quindi non ha neanche valori in cui si annulla

11. a) f(x)z 21 1,xe [k k], k # 05 b) f(x):szll,xe [-1; 2]
f— x —
a) No perché ¢ una funzione pari che ha percid gli stessi valori agli estremi di intervalli simmetrici.
Non si annulla perché il reciproco di una quantita non nulla non ¢ mai zero; b) non ¢ continua in x = +
I; e perx #—1, fix) = 1/(x — 1) che non si annulla mai

12. a) f(x)= __24,xe[—3;3];b)f(X):

a) Non ¢ continua in x = 2; ma per x # 2, f(x) =x + 2 che si annulla per x = -2;
b) No: fi—1) =1, f{1) = 3; Non si annulla perché f(x) =x + 2 che vaappuntoda 1 a 3
13. a)ft)y=(x+1)",xe[1;2];b) fAx) = (x+ 1), x e [-151]
a) No gli esponenziali se esistono sono sempre positivi; b) Non ¢ neanche continua per x = —1
14. a) fix) = log2(x + 1), x € [-1/2; 1]; b) fix) = log+1(2), x € [-1/25 1]
a) Si: logx(x + 1) =0 = x+1=1=x=0; b) Non ¢ continua per x = 0; Non si annulla mai, dato che
I’argomento ¢ costante e vale 2

-4
,xe[-1;1
—sxel1]

Determinare una soluzione approssimata al primo decimale delle equazioni seguenti
15. a)3x*—x?+x-4=0;b)3x*+x*+3x-4=0

3L -4 =0 bz//ﬁ %MV&AWJ?%%

fw@awﬂﬂvzw@ et /;MBMWU 1 38, -
ﬂ Risepn 2896 cocg” e R AL o
A1) = -1 <o )(1 J=-740 4(3] 4370 ﬁ(zﬁgﬂo(é)flo 75/4)}[@
/\/W)MZJWW }W/w*@wﬁ/{’a&w@é@
fj'zja,u,\ O%I/ZMWQTA%MV‘%/Q%
V/“’Q 4_)40& (L 20, (%c//@—ﬁ'(’ Lo %/&@J Aok A
Msw& At Lo | 4(1)] << (2] | =G e e V’&/\s &7,
pe 4,2, 4“)/094470/V X 4= X & (1,7,
]%*\AM/ML&) =~0/FLo2 U ¢ (?1/4 zj.e@w/%w
M@fm% @[@D///w[e ‘% Yo n 4,1 .
a)
b) 303 +0*+30-4=-4<0;313+12+31-4=3>0=>0<x0<1=3.0,5°+0,52+3.0,5-4=—
1,875<0=10,5<x0<1= 30,75+ 0,75+ 30,75 -4 ~ 0,078 > 0 = 0,5 <x0 < 0,75 = 0,6 <x0 <
0,75 = 3:0,7° + 0,7+ 30,7 -4~ 0,38 <0 = x0~ 0,7
16. a)2x3+4x?+3x—-4=0;b) 2x* —4x2+3x-5=0
a)2:0°+4-0°+30-4=-4<0;21°+4124+31-4=5>0=>0<x< 1 = 20,5 +4-0,5+ 3-0,5 —
4=-125<0=0,5<x0<1=2.0,72+4-0,7+3.0,7-4=0,746 >0 = 0,5<x0 < 0,7 = x = 0,6;
b) 213 —412+31-5=-4<0;22-422+32-5=1>0=>1<x<2 1.8<x<2 =219 —
4.1,9°+3-1,9-5=-0,896 <-0,022 = x~ 1,9
17. a)4x*+x*-3x-5=0;b)5x* - 7x>—x-5=0
a)41°+12-3.1-5=-3<0;42°+22-32-5=25>0=>1<x<2=4123+12°-312-5~—
025<0=>1<x0<12=41,1°+1,1>°-31,1-5~-18<0=>x~ 1,2
b)51°-712-1-5=-8<0, 52°-722-2-5=5>0=>1<x<2= 51,6°-71,6°~1,6 -5~ —
4>0=>1,6<x0<2= 51,8-718-1,8-5203<0=>1,8<x<2=519-71,92-19-5
~22>0=x~1,38
18. a)x'—x’-x-5=0;b)x*+x2-2x-1=0

a)1*—12-1-5=-6<0,2-22-2-5=5>0=1<x<2=15-15°-15-5~-3,7<0=>
1,5<x0<2=1,7*-1,77-1,7-7~-12<0=1,7<x<2= 18- 1,8~ 1,8 -7~ 045>0=>x~
1,7

b) (1D)*+ (-1)?=2(-1)=1=3>0,0*+0*-20-1=-1 <0 = -1 <x0 <0 = (-0,5)* + (-0,5)*— 2-(—
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0,5)—1%0,3>0=—1<x0<-0,5=> (—0,4)* + (-0,4)*— 2:(-0,4) — 1 ~ 0,01 <0 = x ~—0,4
19. )X +x3-1=0;b)x —x3—x-2=0
)0 +0°-1=-1<0,1+1°-1=1>0=0<x<1=0,5+05-1~-084<0=0,5<x0<1
=0,774+0,77-1~-0,5<0=0,7<x<1=08+08-1~-02<0=x~0,8
b 1P-1°-1-2=23<0,2°-22-2-2=20>0=1<x<2=15-15-15-2~207>0=>1
<x0<15=14-14-14-2~08<0=>x~14
20. a)x-sin(x— 1) 0b)x+ln(x+2) 0c)x+2 =0
A= //”/ﬂu( L/—O ' /(\:J‘ 0 - Ftn —j_J “//'(‘4>@

%ot (~1:~03) :) )qu,@uq ,.‘ |
/<Q, / _L\ Af~05) -
W VX "‘L Z—/ ,//L ;/{/ O//%,l/(é’ C,jv«/\, Ak D (7—/1 L/‘"O +t 7/ ¢

U’/Lh {2-_9 o F R T ‘},%f_d74‘m/9 "575:?

R, 2)
Yo & (-1 ~%71) . Xo=-02%3 5/“/(—«/72 ~900 G/J /4)6/ ~Z; /
s 1 if) o Yy
%jlcq,;ﬂ/%_k ML LY S »’Wﬁ /P)// ‘y/fO/é/ ﬁ/—?f//” D
\
“ " Y, ) -
o E(-04L-08 | =2 X7 -0 93
a) =l EEY ¥

b)0+m(0+2)=0,7;,-1+In(-1+2)=-1<0=>-1<x<0=-0,5+n(-05+2)=-0,01<0=-—
0,5<x0<0=>-04+mn(-04+2)=0,07>0=>x~-04
)1 +2-¢e'%203>0, 2+2-~-33<0=>1<x<2= 1,1+2-e"~01>0=>x~1,1

21. a)sin(x) =¢e"; b) sin(x) =In(x); c)e*+In(x)—4=0
a)sin(-3)=e>~-02<0,sin(-4)=e*~0.7>0= 4 <x<-3=sin(-3,1)=e>' ~-009<0=x
~-3,1
b) sin(2) — In(2) = 0,22 > 0, sin(3) — In(3) = -0,96 < 0 = 2 <x9 <3 = sin(2,2) - In(2,2) = 0,02> 0 = x
~2,2
el +in(1)-4~-13<0,+mQ2)-4=4,1>0=>1<x<2=e?+In(12)-4~-05<0=12
<x0<2=eP+IIn(13)-4~-007<0=>x~13

I limiti notevoli

Calcolare i seguenti limiti, usando, laddove possibile, i limiti notevoli

. . 2
1. a)lim sin(2x) , b) lim sin(x+2) , o) lim szn(x 2) , d) lim smgx) , &) li sin”(x—3) :
x—=0 3y -2  x=2 2 xr—4 x=0" X x—3 x—=3
. 1=sin(x-1)

lim ———=

f) x—1" X — 1
. . g 0 _

a)limsm(2x)-2:1~z=z;b)lim szn(x+2):Sln( ) _0: o) lim sin(x—=2) 1 “1Llim 1 :l;

=0 2x 3 3 3 T2 x-=-2 —4 x2 (x—2) x+2 =2x+2 4
d) lim sin(x) 1 = lim — L =+ ¢) limM -sin(x—3)=limsin(x—-3)=0;

0" x X o0 x =3 x— x—3
f)limwz{ii‘:_o@

x—>1 X —1 07

(43 ; sin’ ﬁx
2. a)lim| x-sin (ij s b) lim M; ¢)lim Sin(5x) s d) lim ( ) ;) lim
x—0 X x——1 x+1 x—0 Sln(7x) x—0 tanz (\/gx) x—0 X
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4 (-’2/%)\
Lo [ X %(})]:0-7 v 45, ST
D0
WW/(’/ @oumj/%‘ M‘f/)\\/ﬁf&z\j
St solin cha Ao [me(d)] =0 recke”

>0

o gwfggg/g:ng_ﬁ%4q&W¢§<

2,
n—~>3a 3% v -
JVew 5u<j’ aﬁ@é////
a)
ﬁ \%71 Leg]3
oo mn) 8] el L fri
Rapei /L E,C ot @ il D) _wxy
b) ~dxd4d = 2
o) lim sin(5x) 5  Tx 5
=0 Sx 7 sin(7x) 7’
. Sinz( 2x) 3 (x/gx)z o)
d) lim S TS -Z.
=0 ( 2x) 3>\ tan <\/§x> 3
cos(;[ - xj sin(x)
e) lim =Ilim =1
x—0 X x—0 X
. . 2 . 2
2) lz'n? S‘ln(x2 1) ; b) n szT’z(x 4); ,zsz‘n(x3 4);
x> Sln(x —1) 2 sin(x+2) 2 sin(x” —8)
&) lim sin(x—5)
5 sin(x* —x—20)
f— 2_
2) lim sin(x—1) x-1 x —1 _ lim x=1 l;
x—l1 x—l x —1 Sln(x _1) x—l1 (x+1 2

by lim sin(x*=4) x’ -4 x+2 (x- 2)M:_4_

lim
=2 x—4 x+2 sm(x+2) x>-2 TR ’

G e S e Y (~2)-(x+2) 4

=lim =

1.
=2 -4 X —8 sin(x’—8) H2N-(x2+2x+4) 12 3

dy lim sin(x’ 1) _{sin(—2)} oo

w1 sin(x* —x—2) 0
2
B ~ o 1
e)limSm(x 5) 2x > ‘x 2x 20 =lim 3 =3
=5 x—=5 x —x-20 Sll’l(x —x—20) XQSN.(X_'—“.) ?

a) lim

. 3 . 3 4 2 _ —
sin(x” —2x+1) . b) lim sin(2x” +3x+5) | o) lim sin(x” —2x-3)

> ; - > s d) lim
w1 sin(4x> —3x— 1) x>l sin(x” —4x—5) 0 5in(2x” —7x+3)

. 3 _
dy lim smgx 1)) ,
xo>-1" sin(x” —x—2)

sin(x)
o7 SiN (x + ﬂ)
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limsin(x3—2x+l) 4x* —3x-1 x —2x+1 lim x —2x+1
=l =2x+1  sin(4x® =3x—1) 4x° -3x—1 14x" -3x— 1

a) . N.(x2+x—l)_1+l—l_l |

=] = =
i N.(4x+1) 4+1 5

: - l
3 - e 71
fs 4onlttane) [ h(rin) 2y Tl

>- e s
I GAlRR) BT L e | it 5) -5
:/&bw\ (VG”J[\Q&i{ng fi:—é }’5
n>-1" Q) (2-5) &= & R i
b) 7 —&,5 O
. 2 _ . _3 er 3 .
o) lim szn(x2 2x-3) :sm( ): Szn( ) _ 1. d) lim sin(x) _
0 sin(2x” —7x+3) Sin(3) sin(3) X —sm(x)
] 177/2—- in” -l
5. a) lim ST g cos(172/2-x) & lim S . gy gy 1)
=0 sin(237zx) x>0 cos(257r/2+x) =0 x 0 x
2 lim sin(157x)  23zx 15K 15
=0 157x sm(2372'x) 23}{ 23’
Lue oa(Ft) T _ g, am(l 17y, }
%c%‘ 0 | ‘y)(%;/ _]i_il/"m&‘j
~ //f«/\ _/(‘ £dp ., /‘,%_4/
Z p .
= Jun ) f ) g
b) - L0 m B >0 ~/!f¢4f/‘}
.1
o lim ) _y gy g A0
x—0 X x—0 X
-1 . _
6. a) lim ) 3b) lim (x+3)-csc(x+3); ¢ lim SN —X)
x>0~ X x—>-3 x=>r  SIN (.X)
-1 .
2) lim cos (x):{ﬂ/2} i b) lim x+3 lie h_msm(x):1
-0 X 0 x—>-3 sm(x+3) xon sin(x)

Calcolare i seguenti limiti, usando, laddove possibile, i limiti notevoli. Puo essere utile conoscere la for-

. . sin(xiry)
mula di prostaferesi per la tangente: tan (x) ttan ( y) =
cos(x)-cos(y)
] } /2 —5-sin(x*)—
7. a)lim sin(7x) (si ha: sin(x) = sin(x — x)); b) limM; ¢) lim =S¥ ) = 3x
ol x—1 =2 x=2 0 3.5in(5x)+2x
] — sin| r(l—x
a) lim Sm(” 7rx) =lim [ ( )] =7,
x—1 _x_l x—1 _ﬁ(l—X)
—x/2 sin| /2-(2—-x)| —
by i)y sinl w2270 w7
X2 x=2 x—2 7r/2-(2—x) 2 2
sin(xz) 5
- x> X3 . =5x*-3x . —5x-3 3
c) Zzn(a) ( ) lmgﬁ lm(z] 17 :_ﬁ
3-sin~—=-5x+2 X
7.4 1 2
3. 3 szn(2x) 4x . b) lim 7 - sin(9x) +23 . ¢) lim cogv(x) cd) li sin”(x—1)
H07 -sin(9x)+2x " x>0" sin(6x)+4x x0" X =0 sin(x* —1)
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sin(2x)

3. 2x—4x
a) ling .2(); :lmg bx-dx 2. ; b) lngi=+oo;
0, Sin x)_9x+2x 0 63x+2x 657 1o’ 4y
9x
1- 2 in>(—
o) limw-lz L (ho0) | =00 @) 2im 2 OZD 5D _ Gy 2 i
x>0 X x |2 -0 sin(x> —1) sim<l
j ,/1 cos l—Jcos 5-sin(x*)—x"
9. a)lim 4-sin(x) - 3x ;¢) lim——————= ( )
¥50 =2 . tan(9x)+5x HO* x>0 H02 -sin’ (5x) +2x°
sin(x)
4-7)6 -x—3x  4x—3x 1— cos
a) lmg an (o) :lmg—:—— b) lim \|———=
X _2. an X _9x+5x X—> _18x+5x x—0
9x
1—4/cos(x) 1+,[cos(x 1-
¢) lim—Y— (). ) _ i Coj(x). L 11 1
=0 X 1+Jcos(x) =0 X 1+1/cos(x) 22 4
. 2
sin(x
5- (2 )-xz—xz 5 2 2
. X . X —X 4 1
D (s S0 e 2 13
5.5 (zx)-25x2+2x2 X~ +2x
25x
. -1 _ . 3 _ _ 2
10 a) lim 8-sin(2x)—3x b lim3 sin~ (4x) 3x;c Jim St (x)—5x .d liml cos(x” —4)
0 —7-sin(5x)+1° 0 sin(6x)+x x>0 5.5in(3x)+7x =2 sin(x—2)
sin~' (4x)
3o ——Fdx—x
a) lim S5O =3x 0 6y g (gX) i 2 gy AL
x>0 —7-sin(5x) +1 C0+1 =0 SImOX) oo =0 6x+ X X—>06+x 6
6x
sin’ (x)
s X =5y x’ —5x x* =5 5
c) lim ,x(3 ) =lim == lim =——
x—> 5'Sll’l X B+ T x>0 ]15x+7x x>0 272 22
3x
1- >4 -2
&) lim ZCBSOT D) X722 9)20.1.4=0
x—2 x -4 sin(x—2)
sinz( 3x-1 j
_ 202 . 2 2 N2 7
1. a) lim O W)y gy, SQX 2Dy gy, 12COT007) gy g, A2 23)
3 sin(2x—6) x—»l*l cos (x—l) =2 sin(3x> —4x—4) > o sin[ 1
x -1

Oeo 1-cof059) _ [ l i)

%23 i (M‘gj %\59 a2~ 5)

,x,mgwju)/[%ﬂ e

T (24~¢)  2x-6
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b) Zimsin(2x2—2). x—1 . 22° -2 = lim -1 -X‘N.(X+l)=[+oo-2]=+oo;
o 2x7 =2 1-cos(x-1) (x—l)-[1+cos(x—l)] 1 1—cos(x—1) M

0 liml—cosz(x—Z). 3x* —4x—4 . x—2 _liml—cosz(x—2). x\l _0'1

=2 x—2 sin(3x* —4x—4) 3x*—4x—4 2  x-2 N-(3x+2) 8

) 3X—1 .2 3 . 2 3 1
sin 3 sin o sin o — 3
al =1 Xy X x\’z‘z:lim3x2:+oo;

x -1 x’ 2x x
] Sin(2x—1)—sin(x) . . . ] sin(x)—sin(ﬂ/3)
12. a) lim (Applicare le formule di prostaferesi); b) /im
x—l1 X — x_)% 3x_7z'
Jin AL2x-1) -2l Py i W T
RN A B
21 -1 ® i X - 3
w2s .t
) g (*L)esy \% \ ), Al frwad |
= A 2 ¢ b I — ey 4 Y Lo \
/;{»4 —”‘!L’w pSY Z//ﬂv‘”" Sjr / /Wt/‘il
(K*/J < [C—\“ / J/
a) 2
x—m/3 x+r/3 3x—-7m /4 1
2sin 2 cos > 5 -cos 3 5
b) lim =lim 2_-
x>t 3x—7x T 3x—1x 3 6
3 3 -3
6
13. a)lim cos (3x)—300s(4x) . b) lim cos(x)—cos(Z) o) lim cos(5x+7r)+cos(x)
x—0* X x—2 x—2 x—0 X
C(3x+4x) . (3x—4x | 7x ) X
—2sin sin sin| — sin| ——
. 2 2 . 2 2) 1 .7 )
a)hm 2 = Iim 7. —=[im — =+
x—0" X x—0" zx f 2x x>0 2x
2 2
o x+2) . (x=2 L (x=2
—2sin > sin > sin >
b) {z_;g 7 :{CT%T-[—SMQ)] :sin(—2);
2
2cos Sxtztx cos Sxtzox 2cos 3x+£ cos 2x+£
. 2 2 . 2 2
lim =lim =
c) -0 X x>0 X
2| —sin(3x) || —sin(2x in(2
=lim [ ( )][ ( )] =lim sm( x)-4sin(3x):0
x—0 X x—0 2x
2-sin(x)—3 2-sin(x)—2 . o lim sin(x)+~/3/2

14. a) im————;b) im———;
)xin% 1’ ) lim ) lim, 2cos(x)—1
3 cos(x)—E

ot tan(x)—1 x>t
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. (x—;r/4} (x+7z/4j

4.sin cos
2 2 _
Sin(x—ir/4)

cos(x)cos(7z/4)

<in x—rx/4 X

. 2 x—rl4 3 2 22 2

lim . IS S T S

-2 /4)=2 Nz
H% x—rn/4 sin(x—n/4) o (ﬂ ) [ 2 8 2
2

2($f§+7r/3 Xx— 7r/3 x—7/3

c) 4 sin(x)+sin(7r/3 cot 2 -B B
im = N
Y_>,,2 [cos(x) COS(?Z'/3):| H% 2 i x 7;/3 \E&Jr\;zﬂ e 2 32 6

o N 4
2. SN2/ L sin)-sin(z/d)
. tan(x)—tan(7z/4) . tan(x)—tan(z/4) %

b)

15. a) lim M. s b) lim———— 1-sin(x) s ¢) lim M . - Sll’l(x+2)—sin(3)
22 cos(x)— NEN ot col(x) ot tan(x)-1 =1 cos(8—x)—cos(7)

o i (5
2) a) lim sin(x)— Sm(ﬁ ) i 1

m =——cot(£j:—\/§
2 [cos(x) cos(7r/6)] ik L2

xX— . (x+7z/6j 2 6 2
6 — sin sin
2 2
2sin m/2-x cos m/2+x -sin(x) 2sin 7/2-x
sin(z/2)—sin(x) . 2 2 . 2 T/2+x
m =lim =lim cos
Z cot(x) PN cos(x) Z .(77 j 2
2 2 2 sin| ——x
b) 2 ;
sin(”/i_x) E—x
=lim 2

: cos| FL2F5) Z11.0=0
ot Tl2-x . (7[ j 2
2 Sin E—X

2
ogi x—ml4 x+r/4
i cos(x)—cos(;z/4) . S 2 o 2
llm =llm =

. tan(x)—tan(z/4) o= sin(x—r/4)

4

cos (x)cos(fz / 4)
c)

—Mcos(gﬁr;ﬂ‘}cosz (72/4) 3

i —cos3(7r/4) 2 2
=lm = = —| — -
=t ran s x—r/4 cos(0) 2 4
sin cos
2
9]
Nuw n(42)_40) -0
AD1L oy §-x.) ol 4/\ J Vﬁb* o
Z/” zn/ \ /,upj ‘w‘ Y
_ 74813 A — Ak & g
RE A”MAJL_ LT i e
\ &~ /] LT/ STASL L
o L L C Zj
d) - //f_:fl:‘
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16. a) lim tan(x)+1 - b) lim sm(x)—cos ,c fim \/1+sm —\/l—sin(x)
L2 sin(x)+~2 oI Ax—7 x>0 x+sin(x)
sin(x+7z’/4)
tan(x)+1 ] tan(x) +tan(7z/4) ) cos(x)cos(ﬂ/4)
lim —————=[im = lim 2 7 =
22 szn(x)+\/§ . 2. [szn(x)+szn(7z/4)] H_44-sin(x+ﬂ jcas(x—;r )

a ;
) Z ~( X+ x+x/4
sin cos 5 | | 5
] = = Ny

= [im = == —

T 3
e /42%% cos’ (m/4) 2.\{? NG

. (x—ﬂ/2+xj (x+7r/2—xj
2sin 5 cos

lim Sin(x)—sin(iz/2—x) lim 2 — lim _
PN dx—1 PN dx—rm N dx—rm
) 4 4 4 .
sin[4x_ﬂ)ﬁ ’
=lim 4 2 =£
x  4x-r 4
x~>4 2
\/l+sin(x)—\/l—sin(x) \/l+sin(x)+\/l—sin(x) p \1\+sin(x)—i+sin(x) 1
. =[im p—
c)HO x+sin(x) \/1+sin(x)+\/l—sin(x) 0 x + sin(x) 2
_lim \Xsin(x) -i:lim Sin(x)/x _ 1 :l
H0x+sin(x) b} HOlJrsz'n(x)/x I+1 2
1[5 N B
17. a) lim —Sm(x) ; b) lim—COSz(x) 31 5¢) lim x- tan( 4 ]; d) lim sin2—x)—cos(7/2-x+2)
x%% COS(x) x>0 3x° +4x X0 x+1 X2 1—cos’ (x2—4)
lim Sln x 1+\/sm iml—sin(x)' 1 _ iml—sin(x).l+sz:n(x):
)HE cos(x) 1+ /szn(x) - cos(x) 1+1 - 2cos(x) 1+Sln(x)
a .
—gin? z ’
:liml sin (x) l:lim cos (x) 0
N 2cos(x) 2 T4 cosfx
2 2
2 _ i i 2
b) hmcos( ) 1 cos(x)+1:hmcos (x) 1- 1 lim Sin (X)zlim Sin (x)/x :_l;
0 3x? +4x° cos(x)+1 0 3x7+4x7 141 —06x7+8x7 0 6+8x 6

tan(ﬁ)

T . 2x+1 T . X T

(—jzhmm . = lim ——=—;
x+1

c) lim x-tan

X400 X400 T 2x+1 x>+ 2x+1 2 ’
2x+1
_2sin(x—2)
d) hmsm(2 x)— szn(x 2)—11' —2s1n(x—2):hm x=2 x=7 lim -2 o

=2 1—cos (x2—4) 2 sin’ (x2—4) =2 Sinz(x2—4) (x—Z)Z-(x+2) Hz16( 2)
(x*-4)

sin(x
18. Tre amici, Aldo, Berto e Carlo discutono sul valore di lim ( ) , ecco le loro affermazioni.

X—>+0 X

Aldo: 11 limite ¢ notevole ed il risultato ¢ 1. Berto: Il limite non esiste perché la funzione sin(x) ¢
periodica. Carlo: Il limite ¢ nullo perché 1/x ¢ infinitesima e sin(x) pur essendo periodica ¢
limitata. Uno solo dei tre ha ragione. Discutere ciascuna delle tre affermazioni spiegando perché
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¢ corretta o errata.
Aldo ha torto perché non ¢ limite notevole, dato che non ¢ forma indeterminata 0/0; Berto ha torto
perché il limite esiste e vale quanto dice Carlo

Calcolare i seguenti limiti, usando, laddove possibile, i limiti notevoli

2 X 1 2x 1 3x 1 X 1 «E
19. a) lim (1+—j sb) lim (l+—j 5¢) lim (1+—j sd) lim [1——) se) lim (1——)
X—>+0 X X—>+0 X X—>+0 Sx X—>+00 X X—>+00 X

3/5

I 1 x/2 2 1 x 2 1 S5x
a) lim (1+—j =e’;b) lim (1+—j =e’;¢) lim (1+—j =
X—>+00 x/2 X—>+00 x X—>+00 Sx

_ 4 Nx
. 1 - 1 . 1 T . B i2 . _\F 0
d) lim||1+— =e ;e) lim||1+— =lime ™ =lime ™ =¢ =1
X—>+00 —X X—>+00 —X X—>+00 X—>+00

. 1 X ' 1 x—1 . 1 x ' 1 3x . 2 —Sx
20. a) lim|1l+—|;b) lim|1+—| ;¢) lim|1+ sd) lim|2+—| se€) lim|1+—
X—>+0 ,\/; X—>+0 X X—>+00 x—2 X—>+0 X X—>+00 3x

T -t
a) lim||1+— =limeﬁ:+oo;b) lim —x:e;
X—>400 \/; X—>+00 X—>+00 1
i 1+—
X
r 1V é x T ‘5% 10
c) lim (1+ j = lim e*2 =e; d) lim 2* =+40;¢) lim (1+ j =e 3
X—>+0 x—2 X—>+0 X—>+0 X—>+00 3/2x
3 %x 7 3x 3 —2x 37 2x 17 —%xz
21. a) lim 1+—j 3b) lim|1-—1 35¢) lim|1-—| s3d) lim|1-—= | ;€) lim (1+—j
X—>+0 11x X—>+0 4x X—>—0 8x X—>—00 Sx X—>—0 3x
_ 2
1 %x Y | —4/7x 3'(’%) 21
a) lim (1+ ] =e'';b) lim||1+ j =e *;
X—>+0 11/3x X—>+0 —4/7x
r 1 ~8/3x % 3 i 1 5/37 2'&%} R
c) lim||1+ =e*;d) lim (1+—2j =lime > =¢e"=1;
X—>—00 —8/3x X—>—00 —5/37x X—=>=0
_ L )
1 317x 723 7
e) lim|| 1+ =lime ¢ =+
X—>—0 3/17x X—>—0
2 3 3x —Sx ) X
f— (x— xz—l xX—. —_ XS*S
2. a) lim|[1-% 2] Dby dim [ 12T ) dim (1+ 13 j s d) dim | 1452
x—2" x+2 x> x—1 x—3" 2x-5 x—2" x =2
- 2
242 13(x+2)
x=2 5
a) lim|| 1+ ! = lim & = eé ;
x—2* . x+2 x—2" ’
x—2
__ ) _ 3x X+l
Xl —1. x-1
o4 —3x M'("AXH) 3 14141 9
b) fim || 14— = fim T T e S
x—o-1" _ x—1 x—>—1"
x +1
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_ X x4
x*-2 -8 x2-2
—15 v b M'()ﬁ'z) 4 .
¢) lim (1+13)=3 =0;d) lim|| 1+ ! = lim I —e? =¢’=e
x—3" x—2" x2 -2 x—2"
x’—4
wlx 2
) Sin(x) . x> =16 |5x-20 . 2 . N 3,2 %3
2 w12 152 1 -9 ) 3
_ __sin(x) =
_X+2 x+2 x
sin(x)
1 7Sin(x)'i T oz
a)lim|| 1+ ——— =lime * 2 =lime **? =¢ ?;
x>0 x+2 x>0 x>0
sin (x)
: _ _3 x?-16
7x* -1 |5x-20 7,21
b)hm 1+ 3 :]lmeM e _esm =eE;
x—4 Tx° =1 x—4
x*—16
: - ) ~ 1 4(2x-6)
1 x=3
X 2x-6
1 : Y 1 et
C){f_’% 1+T =e ;d){rzgg[l+(2x—6)]xf3:£zi1§ 1+ i :{(zﬂe =e’;
X 2x—6
(X+3)-(X3 +x? —x+2)
1 x+2
3 1 X7 4x"—x+2 (x+3)~M~(x2—x+l)
e) lim[l+(x3+x2—x+2)]“2=lim +— =lime 1 =’
x—>-2 x—>-2 1 x—>-2
X+xt—x+2
Calcolare i seguenti limiti, usando, laddove possibile, i limiti notevoli
2x—1 Q Tx2+x
x+1 \xrd x*=3x+1) 5= 3’ —x+1) 2
24. a) lim s b) lim| ———— :¢) lim| ———
) x—”ﬁ(Zx—lj ’ ) x—>+oo[ xz_x_zj ’ ) x—>+oo[ 3X3+X2 j
2x
C(x ) (1Y 1
a) lim| — | =|=| =—;
x>0\ 2x 2 4
B X743 2x+3
x*-x=2 | 5x .xz—x—2
x2+3 —2x+3
2 - i 2
—x-2 2x+3 | 1 -<
b) lim x2 Ty 5 al = lim || 1+ 54— lim 5% =e’;
xo40| ¥ —x—2 x'=x-2 X—>+0 x=x-=-2 X—>+0
—2x+3

37



Carmelo Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Volume 5 — Capitolo 9 - Unita 3

_ Tx2+x —x*—x+1

33 +x7 x=2 ' 3x3 +x2
752 4y |
—7x* 7
(3 +x —xP—x+1) 2 . 1 . -
c) lim — — =lim || 1+ ———— lime3' =e?3
x40\ 3x7 4+ x 3x” +x X0 3x"+x X0
—x?—x+1
5x°+1 3x%+x-3
) 4x2 - 2l ) x3 _1 5x+2 ) ) 3x-1
25. a)lim| ——— s b) lim | ——— 5 ¢) lim (1+sm(x)) ¥
ool 3x° + x+3 x>0l x7 —x7 =2 x—0"
5x°
2 xZ 4 Sx
a) lim | — =lim|—| =+,
x—>+o| 3x x—>+0| 3
_ _3x2+x—3_ ¥+l
¥ -x?-2 Sx+2  xPox?o2
3x%+x-3 x4
32 2 ) a3
. X —=x" =2 x +1 . 1 o3
b) lim + =lim || 1+ 4——=— = lim e =e°;
X—>400 )C3 _x2 -2 X3 —-x" =2 X400 x =x"=2 X—>+00
x*+1
3x-1
- 1T ; vm(x)
sin(x)
1 3x-1 sin(x) 3x-1
c)lim||1+—— =lime~ * =lime* =0
x—0" 1 x—0" x—0"
Sin(x)
3x%+2x-1 ¥ +x+d
. 47 +1 ) 4 (116 =3x+1 ) 57 , 22
26. a)lim| ———— s b) lim | ———— ; ©) hm[cos(x)] 2
xoro| 4x7 =3x+5 w0\ 11x" +4x-3 x50
3x24+2x-1  3x-4
4x*3x+5 | 4x3  4x2-3x+5
3x242x-1 x4
9.
4x* -3x+5  3x—4 4x3 . 1 6 =
a) li = = = lim || 1+ — = lim &' =el6 >
w0l 4x° =3x+5 4x"-3x+5 ¥ 4x” -3x+5 oo
3x—4
x2+x+4' —Tx+4
112 +4x-3 | 5x+7 11x2+4x—-3
X +x+4 “Tx+d
74
x> +4x-3  ~Tx+4 |57 1 wF e
b) lim > +— =lim || 1+ ——— = lim &% =55
x=to\ 11x" +4x—-3 11x"+4x-3 X0 11x"+4x-3 X+
~Tx+4
(4x+1)[cos(x)—1]
B 1 B 2
X
cos(x)—l
4x+1 1 71*6()3‘()6) 1
c) lim|1+cos(x)-1|~ =lim|| 1+ ———— =lime * =e?
) x~>0|: ( ) :I x—0 1 x—0
cos (x) -1
B x+2 B S5x-1 Tx+1
S 2x3 =5 )2 4x* —x+1) ! X241 )2
27. a) lim(l—sin(x))fa"(X) sb) lim| —— 5¢) lim| ———— sd) lim
X7 x—2 x+1 x—l x+3 =2 x=7
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-1

sin(x)

COS()C)

a) lim|| 1+ !

X7 _1 X7

sin(x)

_ x+2_2x2 —-x—6
X+l x=2  x+l

+2 2x%—x—6
( ]2 | w2 TACH) 4y

C(x+1 2x*—x = =
b) lim + =lim|| 1+ =lime™ M zZe¢3 =e?;
=2 x+1 x+1 x—2 x+1 x—2
2x*—x—6
Sx—1 4x°—2x-2
2)‘*3 x-1 x+3
5x-1 4x°-2x-2
5x-1 M‘(“X*z) 4.6
_[x+3 4x"-2x-2)! . 1 R 46
c) lim + =lim|| 1+ —m—mMm— =lime* 7 =e* =%
=1 x+3 x+3 x>l x+3 ol
4x* —2x -2
7x+1 ~13
o xP41 )2 5Y0 | ... , . .
d) lim - =||—= , 11 limite non ha senso perché la base ¢ negativa
x—>-2 X —

7x+1 2x45 x+1 4x+1

211\ 21\ 2 ) '
a) fim| L ) lim(zx +61j ) lim(Seréj "5 d) lim(2x+2lj 1o ling[sm(x)

x—>=2 x4+ 7 x—3 =2\ x° + x>-3\ x —

=
|
= | —

7x+l'x2—x—6

;‘*7 x+2  x+7
7x+1 X" —x—6
s “2 7x+1 (3#2)(x-3) ~13(-5)
L[ x+7 xT—x—-6 ) . 1 e e S
a) lim = lim _ =lime —e =e’
=2\ x+7 x+7 x—>-2 x+7 x—-2
X’ —x—-6
_ _2x+5 227 —x-15
x+16 x=3 x+16

x+16 2x*—x-15
+

2x+45 2x2-x-15
[ j xx_3 1 2x45 (3] (2x+45) 121

b) lim =lim|| 1+ —M— =lime*> 16 el ;
x—3 x+16 x+16 x—3 X+16 x—3
2x* —x—15
_ ) _ x+; —x*+5x—6
x’+8 E x*+8
il —x>45x—6
) lim x2+8 d ersx =lim|| 1+ 5 =lime*< ¥ =e‘2:(‘/2,
-2\ x°+8 X +8 =2 x 48 ¥2
—x?+5x—6
) 4x+1 x43 )
22 |03 2
ﬁ 2 11 11
-2 +3 ) x+3 1 = =
d) lim(x + 2 j =lim|| 1+ =e =e’;
=>3\x-2 x-2 x>-3 x=2
x+3
3x+1 2.4
. x+1 )3 . tan(x) ; . 2 H
a) lim :b) lim|1—cos(x s¢) lim|1+sin”(2x) | *
im0 e (] s s (2]
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_ 3x+1_*(x*5)
x<5 2x—4

2x—4
ﬂ —x+5 y .
C(2x—4 —x+5)xs o
a) lim +

6 —
=eft =¢
x5 2x—4

2

1 A V;l szn2(2x)
Si112(2x)
sin® 2x)
1 . 4 x3+x)- sin( ) 4 ix
c) lim| |1+ =lime 4t =llme< )=€0=1
x—0 1 x—0 x—0
sin’ (Zx)

Calcolare i seguenti limiti, usando, laddove possibile, i limiti notevoli

30. a) limln(—_g) . b) lzmln<x+x +)

In(2x* +3x+1 2 In(x’
————30) ! n( x3 ! );d) lim—ln (lt4x);e lim n3(x)
=3 3 x x—0 X — _x xal x +1 x—0 3x x>l x7 +1
_ In|1+(x* +x .
2 O8O0 o by tim [ 2( )] » +)2€—1sz (+l)
3-9 -6 x>0 X +Xx X—Xx X*OX-(I—x)
[ln(z 3+1)} {ﬁ}: 0 d) i (1+4x) 44 _im .
1" +1 0" x—0 4x 3XZ x>0 3x
ln[l+(x2—1)] 2 -1 (x—1)~w 2
) lim ————="

ln(2x2 —3x+1)
31. a)lim

In(4x* +1 In(1+2x° I 1
3 by fim n(zx ),c n( +2x )’ lmln(3x 2),e) im ogﬁ( +7x)
x>0 4x =0 5x° =2 x—>01 cos(x) ¥l sm(;rx) x>0 e-x
[ 1+(2¢° =3x) | 23 Xo(20-3)
a) lim > . — =1 —00;
x—0 2x _3x 4x x—0 4x&2
In(1+4 2 z
b) lim ( Zx) ha i 0;
x—0 4x 5 _2x x—0 sz_zf
In(1+2x° 2 2
c) lim i zx)- X lim2— 2 _—2.2-4
x>0 2x 1—cos (x) =0 ]—cos (x)
In|1+(3x-3 — (x— _
P R ) e P ) B ) e SO
Xl 3x-3 szn(ﬂx) x>l Sll’l(?Z'—?Z'X) x>l Sl}’l|:72'1 x)] T T
¢) lim logg(47%) mx 1 7K __ 2z
x—0 X e-x x—)Oln(\/E) €'>< eln(z)
In(1+x In(x*-3
32. a) lzmM;b) im n( i ) ) limM d) lmlnz(x), e) ZimM;f) limW—+x)
x—0 3x x—0 x—0" _x x>l x° —1] x—2 x—2 x>0 Sll’l(X)
In(1+x°
a) Zimln(1+2x)-2:z;b) lim—n( Zx ) x= llm( )=0;¢) lim In(l+x) (1+x)-l—l‘ml:+oo;
x—0 3 3 x—=0 X x—0 x—0" X X x>0 x
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In|1 -1 n|1+(x*-4
d) lim n[tr(-n] 1 —lim—— =L ¢) lim [ 2( )]-(x+2)=li"1(x+2)=4;
x—1 x—1 x+1 x=lx+1 2 x—2 x° =4 x—2
ln(1+x) X X
li . =1i =1
" xlgg X sin(x) xlzg sin(x)
) lim log, (x22+1) b) lim log, <x22+x+l) o) lim log,,, (1+x/5x); - log22 (xz) oim log, (xz +2x+1)
x>0 X+x x—0" X x—0 \/gx x>l xt — x—0 4x
l 1+x° 2
a)lim 0g2(2+x). al > =lim ! LI
x>0 X X+x Holn(2) 1+x
log,| 1+(x* +x 2 Z
b) lim g{ 2( )]x jx:lim ! -ﬂzﬁo;
10" X +x X x—0" ln(3) x?
logl/2(1+\/_x) \/_ 1 2 1 6 \/g ' log2[1+(x2_l)] 1
Q) lim————+-—== == —=————;d)lim 5 = :
=0 \2x Bom(2) N3 m(2) 3 m(9) X -1 In(2)
e)h,mlog [1+ x +2X] X2 ] 24 1
0 x4+ 2x 4x =0 [n(7) 44 2In(7) ll’l(ﬂ'z)
In (5x2—8x—3) ln(xz—x+1) In (4x2+3x) ln(x2+3x+3)
a) lim ; b) lim ;¢) lim — ;d) lim 5
x—2 -2 x—1 x—1 x—>-1 x +2x -1 x—>-2 x° =4
In| 1+ 5 -8 4 2 Qv (N) 5x+2
a) lim n[ X 8- ] Sx 8« 4:lim ( i ):12;
X2 5x° —8x—4 x—2 X2 <7
ln[l+ X —x}
b) lim X = llm( ) l;
x—1 (x_l) x—1
In|1 4x +3x— 1 2 _ (4x—1 _
c) lim ] 4? +3)2€ 1=lim M ( ’ ) :—5=5;
x>l 4x +3x—1 X420 =1 o0 (o) (P x-1) -
In [1+(x2+3x+2)] ¥ 43x+2 M-(x+l) -1 1
d) lim 3 5 = lim = =—
X2 X +3x+2 x -4 "_”ZM-(X—Z) -4 4
2 yx— In(7x* -6 3 2 _ 2§y
a) lim ln(7x +x 5) ) lim n( Jz X ,C)limln(x +2x 2) ;d)hmln(2x 4x+1) ;e)limln(4x2 Sx 5)
x—-1 ) x+1 x—1 x - x>l x—1 X2 x=2 x—2 x° =4
& i Zn_1+(27x2+x—6)]‘7x2+x_6:h_mM-(7x—6)=_13;
¥o>-l Tx +x—-6 x+1 x>-1 ,x/ﬁ
In| 14+(7x% =6x—1)| 7,2 _gy_ (Tx+1
b) lim — (2 )]_7x 36x lzlim M(X ) =§;
¥l Tx~—6x-1 x -1 HIM-<xz+x+1) 3
Siim™ [1+(x +23-3)] o +2x_3:limM-(x2+x+3):5;
1 X +2x-3 x-1 ol x=T1
In[1+(2x* -4
d) lim il +( * x)]-2x=lim(2x)=4§
X2 2x-(x—2) X2
e)limln_1+(4x2—5x—6)]4x2_5x_6_ZimM-(4x+3):E

=2 4x*—5x-6 X’ -4 _’HZM-(X+2) 4

41



Carmelo Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Volume 5 — Capitolo 9 - Unita 3

ln(x3 +x° —x) ‘ ln(4x3 —x—2) ' ln(x3 —4x+1) ~ log, (x3 —3x—l)
%) {flﬂ 4x° —x* -3 b) {flﬁ X —2x"+1 6) {flﬂx3+x2+3x—18;d) gflﬁ X -x' -4
In| 1+(x* +x7 =x=1) | 3 4 x? _x_ +1)°-
a) lim [ 3( 2 )]x +3x 2x 1=lim (X ) N =i=g;
a1 X +x —x-1 4x° —x* =3 x>l (4x2+3x+3).N 10 5

i 144" =x=3) | 4 3 )

. 2
M (4x +4x+3)_ 11 Ty

b) lim 5 = ——=lim - =—=
ol 4 —x=3 X =20+ ol M (x —x-1) -1
D ﬁjﬁ:i~ [0 e dnlttdn) 40t foy
x?2 73 F W = YRV
< < )/ 3/ /a/ /L v~ A >r>» L“/{J /(\’@
o [eed) e w4 .
/e’/(/_‘/‘ //ML'L\“ —"(/J iﬁ > Al ’KL / <
( n 3 1l D Dy A 4 2 1S
AD) e ® A e LI+~ P /(>4L)(‘ZJ (% T34+
ERE :/Zaq x Cetz) i T i
2 2 (| If X5 T o i 0 s
//(“ : b‘ . -2 7CL+/?%:717 C,»é‘? L/
c) & F g :

d)limlog2[1+(x3_3x—2)]x3_3x_2=lim 1 .M.(x2+2x+l) 1 g

log (x +1) log, (x3—7) logl (x 1) log, (x3+4x+6)
a) lim ;3 b) lim————=5¢) lim————;d) lim 3
0 \/g-x =2 X" +x-6 =l X"+ x—=2 =>-1 0 2x" +3x+5
/ 1+ 3 3
a) lim Ogﬁ( a ) X = ! i ;

log_|1+(x’ -8 3 _ 42x+4
b) li o8 |: : (X ):| 2X 8 =Ilim 1 . (X X ): 1 2’
X2 x =8 X +x-6 HZIn(ﬂ) -(x+3) ll’l(ﬂ') 5
Zogl (0*)
C) ’(’)+ =-—00;
log, | 1+(x° +4x+5 3 1)(x*—x+5
& i 2. 3( )]x3+4x+5 1 e oxes) g
. X +4x+5 260 +3x+5 > n(4) (ewl) (20 -2x+5)  In(4) 9
ln[1+sin(x)] . ln[2-sin(x):|  log, [l—sin(x)] log, [tan(—x)]
a) lim —————=3b) lim————=;¢) lim sd) lim -
x0° l—cos(x) x_>23-tan(x)—\/§ x>0 X H_Eszn( )+c0s(x)
2 lim ln[1+sm(x)] Sin(x) _ lim Sin(x). X oo
x—>0" Sln( ) l—cos(x) x>0 X l—cos(x)
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b % sy < |

log, [1 + (—sin (x))] —sin (x)

li =
) xlzg —sin(x) X

log1 [1 + (tan(—x) —1)]

lim 3 tan(—x)—1

1

—tan (x) -1

d) = tan(-x)—-1

_sin(x)
-1 ) cos (x)

-1

.sin(x)+cos(x):H_%ln(l/3)'sin(x)+cos(x) H_%111(3) sin(x)+c0s(x)

sin X
R SN2 € NS B B S N
x_),%ln(3) sin X H,%ln(3) cos(x) ln(3) \/5 ln(3)
I} ) I} -3 n(x*-3
39. a) lin}[M;b) lim .0g3(x . ) ;€) lirr%M
T cos(x) =2 sin(x)—sin(2) "~ = (x—1) —e
a) limln[1+.(sin(x)—1)].sin(x)—l: cos.(zr/2—x)—1: imcos(ﬂ/Z—x)—l. .7r/2—x 01203
H% sm(x)—l cos(x) H% sm(ﬂ/2—x) Hg w/2—x sm(;r/Z—x)
‘ log3[1+(x2—4)] -4 ' (x—2)-(x+2)
lim > -— - =lim . =
x—2 X —4 sin(x)—sin(2) +2In(3) 2Sin(x_2jcos(x+2j
2
b) (x—2) ’
x—>21n(3) sin(x_zj cos(2) ln(3) cos(2) ln(3)-c0s(2)
2
— ! —--1
2 2
1 1 / -3
¢) lim(x—1)2« =lim(1+x—-2)2~ =lim| | 1+ ! =e¢' = lim n(x ) _0
x—>2 x—2 x—>2 1 x—>2 L 1_
> (x—l)fo—e ¢
x—

Calcolare i seguenti limiti, usando, laddove possibile, i limiti notevoli

2

X _1 x 2x
40. a) lim<—";b) lim 5—21; ¢) lim >
x—0 -0 x x>0 x—
Xz _1 X _
a) lim*< —-x=1-0=0;Db) lim5 !
x>0 x =07 x

-i:[ln(S

0l

43

—X

e

-1
X

)-+oo]:+oo; c) lim

x—>1"

xX—

222 {22—2



41.

42.

43.

44.

45.
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e —1 3
d) {Z?) — -(—1)——1
x? 3x x+l 4 9x_3
a) lim——2:b) 1imS——1s ¢) lim " d) lim—
x>0 2x° =0 4x 3 x24+2x—14" H% 4x° -1

3 ] ex+1_e4 e4_e4
;) lim— = =
=0 3x 4 4 =3 x"+2x—-14 9+6-14

C3(3-1) 1 3m(3)
D T il 2 =in(\27)

2

3111 -1 3
a) lim -5=Eln(3)=ln(\/_) b) lim< ==

x—0 x2

x=1 4x -4 x+1 x
a) lim s b) lim co) lim Ly lim€=¢
x—l x — x—>2 x —8 x—-1 x _1 x—1 _x_l
x=1
a) lim< 1-L:l;

= x—1 x+1 2

b)lim4x4_1-x2_4=lim{ln(4)>\_/z/- X+2 }:%zn(4)=%zn(4)=1n(%/1);

=2 xP—4 x -8 x» /—\& X +2x+4
x+l e —1
o) lim &=L ! _ ! =-4:d) hme
-l x+1 (x—l)-(x2+1) -2-2 |
2x2 x_3 2x_
a) lim d ;b) lim ﬂ 5€) llmﬁ
-0 X 17 3x+1 =l x" 4+ x—=2
3
2% X3 -3 _ 13
a) lim = 13:[1;1( )-+00] =+o0; b) lim & */;{e ¢ =+oo}
x>0t 2x X R 3x+1 0
16-(477 -1 22 _ 64in(2
c) lim ( ) 2= 1 32 :ln(4) 2: n( )
x> ) (x—l) (x+2) x17 (x 1) x+2 3
x?—x-2 _ 2x2—x-1 _ e3x3 -2x-1 _ X’ —4x+3 1
a)finfl x’ ,b){}m x - ;c){}ﬂ 2%’ —x* +4x-5 d)lvllg x'—x—6
xz—x—2_ 2 (x-2 —
a) lim & LY =x=2 i L) (x22) 31

i x—2 x4l _xi—lw-(x2—x+l)_?_
b)llmezx 1 2x 3_x 1 i M-(2x+l) 23:1;
o1 —x—1 £ -1 HIM~(X2+X+1) 3

A | 3x° —2x-1 ) M.(3x2+3x+1)

7
c)lim =lim ==
)x—>1 300 —2x—1 2x° —x*+4x—5 o M~(2x2+x+5) 8

x7—4x+3 2 (x—1
d)hme -1 x 4x+3—l'mM(x )_2

=3y —4x+3 x*—x—6 _xL3M-(x+2)_5

| 2831 g ( e)h R -T2
a) lim ———;b) lim ————;¢) jim~—~—;d)lim
)x—)3 x=3 )xel x -1 ){l—}g x*=3x+2 )’H22x —3x-2
e3x2—8x—3 _1 3x2 —8)6—3 ] M.(3x+l)
a)lim =lim =10;
3352 —8x—3  x-3 3 x=3
2x2-3x-1 _ 2-3-1 _ /4
b)llm2 3 l= 2 1= ) =—0;¢)
o xT =1 1" -1 0"
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47.
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3 2
25352244 2x” =5x"+4

8,72 -1 42 ) M-(2x2—x—2) 1
lim —; > =lim ==
222005044 P 3x42 o2 (pd)(x-) 2
2
3% —7x+2 _ (3x—-1
i E L 30 Txk2 L Zn(ﬁ)'m( ) _in(n)
2337 —Tx42 260 -3x-2 2 (7=2) -(2x+1)

X +2x+3 -1 \/—2x3—x2+x—14 i ex2+5x+4 N xz -2 -1
a) lim — s b) lim > ;¢) lim———— 5 d) lim & ;
ooyt oy p x4’ 2 P ox=2 -1 x+1 -\ x" -4
X +2x+3 1 x +2x+3 ()C —X+3

a) lim =1 M

P 4 2% 43 X X+ Axtd o 1{ M (x —x? )
20— +x-14 . 2

b) lim 3 _ 2x3_x2”_14_1im[ln(«/§)'w 5 +3x+7)}71’1(\/§);

] —ln( )=51n(\/2)=ln(32);

=22x° —x* +x—14 xP-x-2 X2 M-(x+l)
e X 4 5x44 () -(x+4) o1 11
c) lim = lim =3; d) lim —
oo 4 5x 44 x4l x>-1 L o1 xP=2 X424
xP—x 1 x3—2x _1 3x%—4x _1 2x +x _4
a)lim sb) lim —3 s¢) lim———— ;d) lim
x>0 szn(x+x ) x>0 ln(1+x ) =0 tan(2x) =1 sin(x—1)
X2 Y_l 2 2 _ 1 x3—2x_ 3 3
a)lzme > XX al leimx =-1 b)lzm ! al 2 32x:lim
x>0 x° —x Sll’l(x+X) xX+x x>0 ]+ x x—0 x —2x 1n(1+x) X x—0

3x%—4x _ 2 _ _
o) lim e 1 2x -3x 4x _lim 3x—4 ~2:d)
0 3x? —4x tan(2x) 2x =0 2

4'(2“)[_2_1) x-1  xX*+x-2 X x-2 . M'(XjLz)
{fﬁ Ea— 'Sin(x—l). - :{Z{Mﬂ(z). — j|=€l_}2’ll Zn(16). y/l =
272 774 _49 37229
a) xin\;’%]n(xz—Z) ) xin_/lz Sll’l(7l')€)+ln(3+x) ) xl—>2 logl/z( 2 3)+sin(x—2)
3-x
227 - -
, 2T
zim322—2_2—1in} i =R 2_-
2) = In[1+(x —3)] g —2x In[1+(x —3)] X = :

= lim Rn(2 5\%{% :—ln(z)zlnej

49'(71‘27176_ ) 1 x’ -x—6

49-(7x e —1)
li =1[i
xim25m(27r+7rx +1n[1+ 2+x)} o xX—x-6 sin(27 + 7x) ln[1+ 2+x)]
b) z(2+x) T 24x

(24x) -(x=-3) | 2450m(7)
{49ln( ) (7 +1)-(2nx) T+l

= lim

x—>-2
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. 9-(37 1) » 9-(3*‘2*4—1)‘ [
Hzlogm[l+(x2—4)]+Sin(x—2) x—2 x2_4 10g1/2[1+(x2_4)]( 2_4)+M.( _2)
o v T =

 lim| 9-1n(3) (7=2) (x+2) _ 36:n(3) _36-In(3)-In(2)
x—2 1 4 n —
h“j/z)f(k\zl-(x+2)+13>\gl ! in(2)-4

2x%—x _ X2=2x+1 _ x -1 _
9. aylim>— 2" by limS—— =3 ¢y fim— !

x>-1 ln(—x) X2 szn(ﬂx) x-l re 3szn[”x)
e

S ) NP ) N B = ) ) TG sy

e (-] 20 —x—3 1n[1+ -] -

b)lim3.(3xz_2x_l)- X2 .x2—2 —lzm%ln M} 6in (3
7(3-7)

-2 xT—=2x Sin(ﬂx—27r) Tx—=2mr 2 V4
) 2x+1-3-sin| —x

| x* =1 x* =1 e (2]—1 (T
lim . =[im — A 2x+1-3-sin| —x || =
x—1 x —1 3?1n( x) 2x+1— 3?1n( X -1 e . T 2

e 2, 1 2x+1-3-sin| —x
2
c)

1 x*-1

. 1 (x+1 M 1
:Zlm—3‘ :llm—3'—:—3
-l e 2x_2 x-l e ZM e

Calcolare i seguenti limiti, usando, laddove possibile, i limiti notevoli

Livello 1
3
1+3x)7 -1 1+7x) -1 1+4x) -1 1-2x)"' -1 1+x* )t -1
50. a) lim(#); b) limﬁ; ) lim¢; d) limﬁ; e) lim%
x—> _3x x—0 7_x x—0 7x x—0 Sx
1+3 -1 1+7x) -1 —
2) lim% E_MZI 3 = 63; b) ll & 7 5._7:_3_5;
-0 3x 2 7 7x -3 3 3
1+4x) -1 1-2 1 - _
=0 4x 7 "7 -0 Dx 7 X
3
(1+x2)1—11 31 3
li ==
ST s
3(1+3x)" =1 Ay 3x*-2) -1
51. a)]imLx}_l;b)lim%;c)ﬁmw;d)lim( 3 )
=0 o) 0 x = x—1 -l x4
4
14+6x°) -1 6y’ e 1+3x)3 -1
a)lim( i x) Ox == lim 36 x =0; b)llm& 3 =1 i-§=+oo,

x—0 6X3 ’ x—0 XB/ x—0" 3x X =03 x

C)hm[n (4x— 4)]

x—1 4x —

6
0 lim |:1+(3x22_3)] _1.3)22_3211’,%6. 3-(x—1)-w :_36:_12
x—>-1 3x° -3 X +1 ol M-(xz—x+1) 3

-1
4=4.4=16;
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3
2 S(Ixj -1
- (B3-x) -1 - 3

5¢) lim

=2 /3. (x — 2) x—3 x3 -27 x—>-2 x2 +4 xo>—2 x4 -4
2
a) lim _1+(2—x)]7 -l 21 - 2
T A R Y
_ 3
1 5 1
1+(x—lﬂ -1 241
b) lim = 3 3 :limﬁ.l. =3 :L;
3 ;x—l X'=27 350y M-(x2+3x+9) 135
2 _3) -1 [1+(-2)] -1 :
(¥3) -1 0 X2 e @213
c) llm2 5 —8—0,d) lim S T4 zm\/_13 %( - )_
X X"+ x—>—+2 X — X — x—>—+/2 X Ax?2+2
3/8 43 3—x) =1
R ) s PRI CIS.) M IR C ) Py ( :
x—l1/ x—1 —-3/4 1 — -3 xt—x— x—2 X" —
/ 4/3 4/3
1+(4x-2 -1 - - - _
S G) P9 A G5 et ) S B S
o2 2(2x—1) X 4" o 1657 -9 0 0

oy [1+(5x-15)] -1 s5x-15 5(x<3) 40 _.
lim = =1[im8- =—=8
3 5x-15 X =x—6 23 M.(x+2) 5

7
1+(2- -1 _ _
P L | e B W

X2 2—x x+2 4 4

> 10 2 7
e (P23) 1 (e (3) -
Wlim = ) i g 3 lim =l

o
- 3o 3 s s,
S 3xe3 a ol () (xel)-(F 1) 22 4
b)lim[1+(x2_4ﬂm_l x'—4 LT (x+2) 104 _40,

X2 x2_4 '2x2—5x+2 x—2 M(zx_l) 3 3 )

d) iim [1+(x22—4)] -1 2x2_4 . (x—2).M =7 !742 ) _7
o2 X -4 3 dx—4 o2 (3x-2)-(7w2) A 2
9 _ 12_ 4x—7 3_1
x>-1 szn(x+1) X2 ln(x“—lS) 2 Jog, (x —7)
9
1+(4x+4)| -1
2) i LFEE ] -1 dretd =lim9-M=36;
x>l 4x+4 Szn(x+1) x>l sm(x+1)
12
TR iG] M PR o [ -3(4x_2)=lim 6 (7) _36_
52 3x-6 In(x*-15) x> zn[1+(x4—16)] X' =169 (x7) - (x+2)(x* +4) 32 8
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3/2
14 (4x=8)] -1 ax-3 3 4-(x-2)
lim . ; =lim—- ;
x2 4x-8 log3(x —7) =22 Jog, [1+(x —8)]

i — 8 -(X_z):lim6ln(3)' gl ﬁ/'1”(3)=1n(\/§)

22 logy | 1+(x*=8) | ¥'-8 -

M-(x2+2x+4) Vv

11 15 12
56. a) limw;b) limw;c) lim (5x—9) -
332 = e —e 2" 1—cos (x> —5x+6)
11
1+(3- -1 - —(x—
P K Y B S ) B | B
=3 3oy 27-(37-1) = 27.(37 1) 27-In(3)
15
I+(5x+5)| —1 =5-(—x— —
b liml: +(5x+5)] L SxkS 5-(—x 1): 75;
x>l S5x+5 e-(e‘x"l—l) ¥l e~(e_"_l—1) e
AL )] B PO G54, NN )
m . = [im . . =
o xo2* 5x-10 1—cos(x2—5x+6) x—2" l—cos(x2—5x+6) (x2—5x+6)2
e z (x=2)"(x—3)
3_ . 3 _ . 7_
57 ay i) =2y gy )L, (2 2L
w4 —4 ot ln[1+cos(x):| oy Qnx)meos(x) _y
. (2+x—3)-|:(2+x)2+3-(2+x)+9} ‘ (2+x)2+3-(2+x)+9 x—1 27
a) lim =lim T = ;
1 4-(47-1) 1 4 (471-1) 4in(4)
b) i l+cos(x)  sin’(x)-1 | 0 0
m : =l-—=U;
ot ln[l + cos(x)] 1+ cos(x) 1
c)
i sin(x)—cos(x) sin7(2x)—l p 1 [sin(Zx)—l]-[Siné(2x)+sin5(2x)+...+sin(2x)+l]
im— . = lim . =
- prinlx)meostx) _q sin(x)—cos(x) x_>%ln(2) sin(x)—cos(x)
_ Iim 1 .[2Sin(x)cos(.x)—sin2(x)—cosz(x)]~7:llm 7 ‘—[s%n(x)—cos(x)]xz -7 0=0
oz ln(2) Szn(x)—cos(x) ol ln(2) sin X ln(2)

Determinare e classificare gli eventuali punti di discontinuita delle seguenti funzioni

€ 1—cos®(x 1—-cos”(x _ cos®
58. a) f(x)=(1+3x)2r;b) f(x):x—z(); c) f(x):f() s d) f(x):%
-
_ _3
ah
3x
1 1 3
a) L’unica discontinuita ¢ x = 0: lin3(1+3x)2x =lirr01 1+T =e?, quindi discontinuita di III
3x
specie
. l—cosz(x) 1 . C ey g .
b) hn(}—2 = x = 0 discontinuita di III specie;
xX—> X
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1-cos’ 1—cos® (x+1) [1-cos?(2
o) hnolL(x) =0, x = 0 discontinuita di III specie; d) lim——, (’1‘ ) { Cog ( )} —o0,x=
X! X X—> X —

1- cosz(x+1) 11 —1 1

1, I specie; lim . —-—=——,x=-1, Ill specie

x>l x+1 x—1 2 2 4

sin(x tan(3x)
2) () =(x)13b) f()= |(|), 9 /() ="" x efo.n]
=

! . L L 1 . C

a) llg})l( x)el =00, lxlil’ll(x)x—l =lim 1+(x—1)]x—1 =lim l+——| =e;x=0 discontinuita di II
x—1
specie, x = 1 discontinuita di III specie
b) lim sin(x) = lim Sin(x) =1; lim sm_(x) lim sin(x) _ =—1; x = 0 discontinuita di III specie;
x—>0" |x| x-0" X x—0" |x| B —

¢) lim tan(3x) im tan(3x) 3 :g lim tan(3x) ~ lim tan(3x) _ lim tan(3x) _x = 0 disconti-

x—0 Sx x—0 3x 5 5 ’ x—>7/6 5x x—>r/2 Sx x—>57/6 5x
nuita di I1I specie; x = /6, /2, 5/6: 11 specie

x—m/2 s
a) f(x )— x€[0,27]; b) f(x) = (| |) 56) f(x)=(1+x)!
— —(/2—- _
2 tim X2 gy 720  fim Y72 :F}:oo, x = 1/2 discontinuita di III spe-
x—/2 COS()C) x—/2 Sln(ﬂ'/z_x) x—37/2 COS(X) O

cie; x = 3n/2 discontinuita di II specie

b) lim M = lim M =1; lim o (|x|) = lim sin(—x) =—1 x = 0 discontinuita di III specie;
x—0" X x—0" X x—=0" X x>0~ X
1 1 1

¢) lim (1+x)1 =+o00;lim (14 x)x1 =0, lim (1+x)+1 =400, x =—1, x = 1 discontinuita di Il specie

x—>—1" x—>1* x%IJr
sm(3x) . e e
Correggere la seguente procedura errata. Sia L = hm—3, applichiamo la formula di tripli-
x—0 x
3
3sin(x)—4sin’ (x sin(x sin(x sin(x
cazione del seno lim ( ) 3 ( ), da cui 3-lim—g)—4-lim[ﬁj :3-lim—g)—4.
x—0 X x—0 X x—0 X x—0 X

o . sin(3t) 1 . sin(3t) 1 . -
Da cui si ha: 3-lim——=*-4=—-lim————-4=—L-4. Quindi L = 1/9L — 4, cio¢ L =-9/2
x—0 (3t) 9 x>0 t 9

Sin(x)

Non possiamo sostituire 37 a x in lim—

x—0 X

, perché con la sostituzione dobbiamo moltiplicare e divi-

dere per 3.
Consideriamo le funzioni: f{x) = x, g(x) = x* e h(x) = x°. Possiamo applicare ad esse, in un ordine
qualsiasi, il teorema del confronto? Se si per calcolare quali limiti? Studiare tutte le possibilita.

Se x > 1 si ha: x <x? <x°, quindi possiamo calcolare limx*, p >1
X*)p

Se 0 <x <1 siha: x’ <x?<x, quindi possiamo calcolare limx*,0< p <1
x%p

Se -1 <x <0 siha: x <x* <x?, quindi possiamo calcolare limx’,—1< p<0

xX—p

Se x <—1 si ha: ¥’ <x < x%, quindi possiamo calcolare limx, p <1
xX—>p
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2 . 5
23 x

&

-1

Mostriamo anche i grafici a confronto .

Una funzione monotona puo avere discontinuita di che tipo? Giustificare la risposta.
Solo di I e III specie perché se accadesse lim f ( ) +oo allora avremmo che sarebbe f{x1) > f(x2) per

)\/_).x
xo < x1 <x2 ma ovviamente f{x1) < f{x2) per x1 < x2 <xo. Stesso discorso negli altri casi per la disconti-
nuita di Il specie. La III specie ¢ possibile solo se f{xo) non esiste
La funzione somma di due funzioni discontinue puo essere continua? Giustificare la risposta,
fornendo un esempio se positiva.
Si, per esempio f(x) = tan(x), g(x) = x — tan(x), fix) + g(x) =x
La funzione prodotto di due funzioni discontinue puo essere continua? Giustificare la risposta,
fornendo un esempio se positiva.
Si, per esempio f(x) = tan(x), g(x) = cot(x), fix) - g(x) =1
Se (x)],z€R, possiamo dire che 3lim /'(x),z € R ? Giustificare la risposta.

No, per esempio A linll[(—l)M -x} ,ma lim (—1)M ~x‘ =limx=1

x—1 x—1
Calcola fim Sin (Sin (sin (...Sin (x))))

x—0 X

, dove i seni, uno dentro I’altro sono in numero di n.

n n—1 n—1

iim sin (sin (sin (...sin ( ) )) _ llm sin (szn (szn szn )) - sin (sin (sin (...Sin (x)))) _im sin (sin (sin (...sin (x)))) _

sm(sm( .sin ( ))
szn(s n(sm( .sin(x)))).sin(sin(sin ...sin(x)))) sin(sin(sin(...sin(x)))) . sin(sin(x)) sin(x) ; sin x)

=lim 5 =lim =...=lim . =lim =1
x>0 " X x>0 X x—0 sin (x) X x>0 X

sin (sin (sin (...Sin (x))))

b

2 2
Nx“+a® —a
Calcola al variare dei parametri lim ———.
x—0 x2 +b2 _b

[ 2 2 _
quindi: lim X fa —a_ |a| , percio se a > 0 e b > 0, allora:
N S T

X +a*-d? \/x +b* +b _2b b

da cui razionalizzando: lim 5 — ea>0eb
Xﬁox +b b »\/x +a +a 2a Cl

Ricordiamo che \/_ |a

X +adt —a {O}
lim———=
0

=0 X2 +b> —b
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[ 2, 2 [2, 2 _
XY ta—a_ 0 cea<0eb>0,allora lim¥X "2 “—{ 2a}:+oo;inﬁ-

0

<0, allora: lim = =
x—0 x2 +b2 —b _2b x—0 x2 +b2 —b
’ 2 2
nesea<0eb<0,allora: lim X ta —a_ 2a_g
=0 [ 2 p2 p 2b b

7. Calcola lim ((/a1 +a2x+a3x2 +...+anx"_l +x" —x),n eN,n>2,a,#0.

X—>+0
a+ax+ax’ +..+ax"" +/—/ B

lim
X4 2 n-l 2 )1 y 2 1 n\"2
a1+a2x+a3x +...+anx +X +X a1+a2x+a3x +...+anx +Xx +..t+X

n—1

- lim o ~im &Y%
S e X X X" o™
1
8. Calcola lim(3" +3% );.
1 In(3*+3* In|3*(1+3" n(3")+In(1+3"
liml"[<3x+32x)x}=1im "(33) )] () i3
X0 X0 X X—0 X X—© X . .
, grazie alla conti-
In(3)+In(1+3" . .
i Q1Y) e ln(3)+x 1) _ 51 (3) = n(9)
X—>0 x X—>0 x

X—>0 X—>0

1 1
nuita possiamo dire che lim/n {(3 +3% )} =In(9) = lim (3" +3” ) =9

2 _ x 2 _
X X2 /(%) X F2x-l , supposto che esista calcolare lim f(x).

2 x—>—1"

9. Se si ha:

x+3 x> x+
2 2
.1 LoXT+x=2 . x"+2x-1 . .
Poiché lim ———=1lim ——=-1 per i teorema del confronto si ha:
-1 x+3 - x+3

lim f(zx) —-1= lim f(x)=- lim x* =1
X—>= X X—>— X——

10. Enuncia una condizione sufficiente che assicuri che se una funzione verifica il teorema di esisten-

za degli zeri ammetta un’unica soluzione.
Basta che la funzione sia strettamente monotona perché in questo caso ovviamente pud assumere una

sola volta ogni ordinata, compresa 0

Temi assegnati agli esami di stato

1.  (Liceo scientifico 1989/90) Data una semicirconferenza di diametro AC =2r e centro O, traccia-
re la semiretta uscente da 4, perpendicolare ad AC e giacente rispetto ad AC, dalla stessa parte
della semicirconferenza. Detto M un punto generico su tale semiretta, indicare con x la distanza
di M da A. Da M staccare 'ulteriore tangente in B alla semicirconferenza. Detta K l'intersezione
della semicirconferenza con il segmento OM, determinare I'area y del quadrilatero ACBK in fun-

zione di x. Determinare il valore di y per x tendente a +oco.
4

Consideriamo la figura a lato ’equazione della circonferenza & x* +
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y* =%, M = (-r; x), imponiamo la condizione di tangenza, ossia: MA> = MB?* con B = (b; N ) :

2
xzz(b+r)2+(\/r2—b2 —x) :>>2\:><+r2+2rb+r2>£+>2\—2x r-b =
=ri+rb—x\r’=b* =0=r' +rb* + 2r°b = r’x? —b2x2:>(r2+x2)b2+2r3b+r4—r2x2=0:>

3 6 2 2 4 2.2 2 2
—r +\/’” _(’” +x )(” —rx) —r3+\/>6\—>6\+%—%+r2x4 -+’ r(x _”)

:>b: = = =
P+ x P+ X P+ X P+ X’
Quindi
2 2, 2\? 2 2)\?
r(xz—;"z) 5 zﬂz(x2 rz) r(xz—rz) \/<l” +Xx ) —(x -r ) r(xz—rz) 2% x
B= ; — = 7 = ;
P+ x (,,2 +x2)2 P+ X P+ x rP+xt Ty’

Adesso determiniamo K, tenendo conto che K = (k; r*—k? ) e

N = _x

2 2 2 2 4 2
X roox"+r

=% o=k =g k=,
r k r X +r X2 472

iy P’
= — —

p . = E PiadvE quindi:

4 2
7

I r ) r r’x’ r rx
Sl T2 A2 2 | )
X7 +77 X +r NxT+rt VX T N TR
Adesso calcoliamo 1’area del quadrilatero come somma delle aree dei triangoli AKO, OKB e OBC,
tenendo conto che 1 primi due triangoli sono ovviamente uguali:
1 r’x r’x rx . .
. z = + . Adesso passiamo al limite:

\X 1 rx n
y: . _]/'.— _r =
hy NP Z r+x S 4t X
lim|_ X rx T e
= _— — | =7
X—>+00 ’x2 + 7"2 X2 + r2 X—>+00 X x2

(Liceo scientifico 2000/01) Sia f{x) una funzione reale di variabile reale, si sa che f{x) > ( per x

— a, essendo ( ed a numeri reali. Dire se cio ¢ sufficiente per concludere che fa) = ( e fornire
un’esauriente spiegazione della risposta.

No, per esempio ling =1, ma f{0) non esiste
X

(Liceo scientifico 2000/01) lim St (x)—cos(x)

X—>+00 X
diverso dai due precedenti; d) non ¢ determinato. Una sola risposta é corretta: individuarla e
darne un’esauriente spiegazione.
Risposta a) perché ¢ il prodotto fra una funzione limitata, sin(x) — cos(x), € una funzione infinitesima,
1/x.
(Liceo scientifico PNI 2001/02) Data la funzione f{x) = €' — sin(x) — 3x calcolarne i limiti per x
tendente a +oo e —0 e provare che esiste un numero reale a con 0 <a <1 in cui la funzione si an-
nulla.
Per il principio di sostituzione degli infiniti si ha:
lim [ex —sin(x) —3x] = lim e* = +o0; lim [e" —sin(x)—3x] = lim (—3x) =400, inoltre la funzione ¢

X—>+0 X—>+0 X—>—0 X—>+00

continua in tutti i reali e si ha: {0) =€ —5in(0)—=3-0=1>0e f{1)=e' —sin(1) -3 - 1 <0, pertanto
per il teorema di esistenza degli zeri, esiste almeno un numero reale o con 0 < o < 1, per cui si ha
fla)y=0

(Liceo scientifico 2001/02) Si consideri la funzione: f{x) = (2x — 1)7 - (4 — 2x)°. Stabilire se ammet-
te massimo o minimo assoluti nell'intervallo 1/2 <x < 2.

La funzione ¢ continua in tutti i reali, quindi in [1/2; 2] possiamo applicare il Teorema di Weierstrass e
fornire risposta positiva.

a) ¢ uguale a 0; b) ¢ uguale ad 1; ¢) ¢ un valore
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(Liceo scientifico 2003/04) Di una funzione g(x), non costante, si sa che: 1irr21 gx)=3eg2)=4

Trovate una espressione di g(x).
. =1 x#2
Per esempio g(x)=
P g( ) {4 x=2
(Liceo scientifico suppletiva 2004/05) Si consideri ’equazione (k—2) - x* - (2k-1) - x+k+1=0,
dove k € un parametro reale diverso da 2. Indicate con x' e x'’ le sue radici, calcolare i limiti di x’

+ x'" quando k tende a 2, a +co e a —o.
Troviamo le radici:

2k 122k~ 1) —4(k-2)-(k+1) 2k -1+ F=Gh + | TGk +8 2k —1+3

X = = = =<
2(k-2) 2(k-2) 2(k-2) KL
k-2
Passiamo ai limiti: lim ﬂ+1 = 2+1=oo ; lim ﬂ+1 = lim E+1 =2
k—-2\ k — 0 k—>+o\ =12 k—>—o\ fr—

(Liceo scientifico suppletiva 2005/06) Il limite della funzione f (x) =X-sin (lj per x che tende a
X

zero A) non esiste B) ¢ 0 C) ¢ un valore finito diverso da 0 D) ¢ + . Una sola alternativa é corret-
ta: individuarla e fornire un’esauriente spiegazione della scelta operata.

Risposta B, perché prodotto di una infinitesima, x, per una limitata

(Liceo Scientifico 2005/06) La funzione f{x) = fan(x) assume valori di segno opposto negli estremi
dell’intervallo I = [n/4; 31/4], eppure non esiste alcun x € I, tale che f(x) = 0. E cosi? Perché?
Non si puo applicare il Teorema di esistenza degli zeri perché la funzione non ¢ continua in I, dato che
non ¢ definita per x = /2

(Liceo scientifico suppletiva 2005/06) Considerata la funzione reale di variabile reale f(x), affer-

mare che lim f(x)=+o0 significa che, per ogni numero reale M, esiste un numero reale N tale

che, per ogni x, se x > N, allora f{x) > M. E vero o falso?

Vero ¢ proprio la definizione

xz-cos(x)
(Liceo scientifico suppletiva 2006/07) Si calcoli lim ———.
=0 x7 —sin (x)

(Liceo scientifico 2007/08) Sia f(x) =

() (x+1) .
No, im—— = ~Im

- 2
(Liceo scientifico suppletiva 2007/08) Si calcoli lim os(x) COS( x) .
x—0 1—cos (x)

._cos(x)—2cos’ (x M [ZCOS +1]
lim —hm =3
x>0 1——COS( ) x—0 ///Ceff/j

\/x +1

ﬁ ; esiste il hm f(x)? Si giustifichi la risposta.
13><\Z-.x+ )
S =

(Liceo scientifico 2008/09) Si calcoli lim

X—>—%0

2

) . =X
lim = lim —=-1
X—>—0 X X—>—0 X

X—>0

(Liceo scientifico 2009/10) Si calcoli lim4x - sin (lJ .
X
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()
Sin| —
lim4-—*/ =4

X—>0 1

X
(Liceo scientifico 2009/10) Per quale o quali valori di &k la funzione seguente ¢ continua in x = 4?

2 _ —4 4
( ) {3)6 11x x<
9

k-x*=2x—1 x>4'
hm(3x2 —11x—4)=o; hm(kx2 —2x—1)=16k—9:>16k—9=0:>k=g

x—4" x—>4"

(Liceo scientifico PNI 2010/11) Si determini il limite di /(x)=x +ln(4)+xi1 per x che tende a
e +

+00 e a —oo. Si calcoli f{x) + f(—x) e si spieghi perché dal risultato si deduce che 4 =(0; 1+ In (4)) &
centro di simmetria di I".

lim{x+ln(4)+ 2 }:+oo;lim[x+ln(4)+ 2 }:—oo;
¥t e +1 x>0 e +1

) 26" 2.(ex+1)
f(x)+f(—x)_2zn(4)+ex+l+ex+1_2zn(4)+W_2-[1+zn(4)]

Se 4 ¢ centro di simmetria allora ¢ punto medio fra (x; fix)) e (—x; f-x)), e in effetti:
X—Xx
2
S(x)+f(=x)
2

=0

=1+ln(4)

. .. . .. tan(x)—tan(a)
(Liceo scientifico 2010/11) Si calcoli lim

. (Sugg. usare la formula di sottrazione

Xx—a x_a
della tangente)
_ _ —a)-1
tan(x—a): tan(x) tan(a) :limtan(x) tan(a):hml‘an(x a) [ +tan(x)tan(a):| _
1+tan(x)tan(a) x—a X—a x—a Y—a
:£i5>13[1+tan(x)tan(a)]:1+tan2 (a):m

(Liceo scientifico Suppletiva 2010/11) La funzione: f (x) = non ¢ definita per x = 0, che

1
2
(el/x _ 1)
¢ per essa un punto di discontinuita. Si precisi il tipo di questa discontinuita, dopo aver esamina-
to il limite della f{x) per x tendente a zero da sinistra e per x tendente a zero da destra.

. 1 ) 1 o . o o
lim —— =1; lim —— =0, quindi I specie con salto di discontinuita 1
X0 (el/x _1)2 0" (el/x _1)2

3x 34x

(Liceo scientifico PNI 2011/12) Si calcoli lim 2 -3 .

x—0t _x2

23/3% " ax
m3* . - .
x In 8/81

x—0" 2 x;O+
sin (x) cos (x) —sin (x)

2
X

(Liceo scientifico 2012/13) Si calcoli: 1in34-

sin(x) _cos (x) -1

lim4-
x—0 X X

=4.1.0=0
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Sin(x) _ sin(/r)
22. (Liceo scientifico PN 2012/13) Si mostri, che: lim<— ¢ — 1,
XD X—7T
sin(x)=sin() _ sin(x)=sin(r) _ . ) . o o _
—— e 1 lim© 1 _szn(x) sm(;r) — lim sm(x) szn(;z) — lim Sin (x 7z) __1
¥ X—7 X sin(x)—sin(fz) X—7 X X—7r T X—TT

23. (Liceo scientifico PNI 2013/14) Si stabilisca per quali valori reali di a e b, si ha:

. Na+bx -2
lim—— =

x—0

1.

X
NJa+bx—-2 |o a#4 | J4+bx-2 J4+bx+2 . bx 1 b
—_—= = lim =lm—-—=—=5b=4

lim = . —
0/0 a=4 =0 x Jd+bx+2 =0 x 4

x—0 X
NJax+2b -6
X

24. (Liceo scientifico 2016/17) Sapendo che: lim =1 determinare i valori di a e b.

x—0

limﬂliax+2b_6_{oo b#18 . «/ax+36—6.\/ax+36+6_1. ax 1 a

= lim =lm——=—=a=12
0/0 b=18 x>0 X Jax+36+6 0 x 12 12
sin(x)

x—0 X

3x—e
5+e —cos(x)

25. (Liceo scientifico 2017/18) Considerata la funzione f (x) = , determinare, se esi-

stono, i valori di lim f'(x), lim f(x) giustificando adeguatamente le risposte fornite.

X—>+0

3x _ esin(x)

lim — = +oo perché e "™ ¢ limitata, cosi come tutto il denominatore.
x40 5 4e —cos(x)
3x _ es[n(x) 3x
lim = lim — =0 perché ovviamente e ¢ infinito di ordine superioere a 3x

s> 5+e " —cos(x) e
26. (Liceo scientifico 2022/23) Determinare i valori dei parametri reali a e b affinché:
sin(x)—(ax’ +bx
() (' b)

3

lim
x—0 X
I limite ¢ una forma indeterminata 0/0, applichiamo il Teorema di De L’Hopital:

cos (x) —3ax*-b

ing 3 , che per tendere ad 1, deve essere ancora una forma indeterminata 0/0, quindi
xX—> x
lim| cos(x)-3ax’ ~b]=0=1-b=0=b=1, il limite & divenuto:

. cos(x)—z,ax2 -1 i —sin(x)—6ax Ctim —cos(x)—6a _—l-6a _ o g _z.

x—0 3x x—0 6x x—0 6 6 6

Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali
1. (AHSME 1969) Consideriamo 1'ascissa x(mn) del punto intersezione della parabola y = x> — 6 e

della retta y = m, con —6 < m < 6. Calcolare lim xm)—x(=m) .

m—0 m
2
——6 _J6=
{y x :>x2—6—m:Ozx(m):i\/6+m;lim\/6+m V6 m_
y:m m—0 m
6+m—6+m . 2 1

=lim =lim =
’”‘“’m-(\/6+m +\/6—m) 06 +m+6-m 6

&

c /’ T “\f

2.  (AHSME 1968) In figura [* | vi ¢ una semicirconferenza di raggio a, H ¢ punto
medio di GJ. Indichiamo con K I'area del trapezio CDEF, con R quella del rettangolo LMEF. De-

terminare il limite del rapporto K/R al tendere di OG ad a, in modo che H sia sempre punto me-
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dio di GJ.

FE +CD VT
. - 1 CD _, ) . . Cen
Abbiamo: —=—-== =—+—=". L’equazione della circonferenza nel sistema di riferimen-
FE- EM. 2 2FE
to in cui O & ’origine, I’asse x contiene AB e I’asse y contiene OJ, & x> +1* = a°.

Abbiamo G = (0; g), J = (0; a), HE(O;g;a) , CE(—\/az—gz;g),

F=[— az_[g+aj2.g+aJ=£_\/4a2—gz—az—2ag'g+aJ=[_«/3a2—g2—2ag g+a

b 2 5 2
2

2 4 2 2 2

- 2_ 52 - 2 2
quindi FE=2 VL2 pa s i g KoL, We e
h} R 2 \X\/Saz—gz—Zag
g }hm 1 Jo—g Jarg

LRV W B Eo /)
gma| 2 N.\Bﬁg 2 [l 2 V2 2
(HSMC 2001) Data f(x) = 3x + 4, trovare una funzione g(x) tale che si abbia f{g(x)) = 4x — 1.

fg) =3 gx)+4=4x—1= g(x)= 4x3—5

(HSMC 2002) Calcolare fim 27/ 3+/)=sin(z/3)
h—0 cos(ﬁ/3+h)—cos(7z/3)

C(7m/3+ (7[/3+h+7z/3j
2sin > cos f

lim :—tan( j:—
h=0 . [72'/3-%—[17%73] . (72’/3+h+72'/3) 6 3
—2sin > Sin 5

(HSMC 2003) Calcolare fim S0 -1

1
x>0 x-sin(Zx)
2

g—a

Infine: lim l+
3a’° - g’ -2ag

B

. cos(x)—l cos(x)+l . cos x)—l 1 . _sin® (x) 1
lim . =lim . =1lim =
=0 x Sin(2x) cos(x)+1 X0 x sin(2x) cos(x)+1 x>0 2x.mcos(x) 2

=0 x Z 4
(HSMC 2005) 11 polinomio x’ +x”+x—20 ha un solo zero, trovarlo con una precisione di 0,5.
Si ha:
2°+2°+2-20<0,3"+3* +3-20>0=>2<x,<3=x,~2,5%+0,5

(HSMC 2009) Calcolare 1im(%/x3 L4+ 7x —x).

X—>0

3 2 N3 2
lim >\+4x +7x >\ lim 4x B

xX—0 2 Y300 2 2 2T 5
{/(x3+4x2+7x) +x3x° +4x* +Tx +x° AR 3

|2x—1| —|2x+1|

(AK 2009) Calcolare lim

x—0
8x

X
_ 2 _ 2 2 . 2 .
i P ] B - B de S

x>0 x-(|2x—1| +|2x+l|) a0 x-2 x>0 Dx
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7|x +5x .
—_— X
(AK 2010) La funzione f(x)=17|x|-5x ¢ continua in tutto R ?
6 x=0
_ Tlx+5x . —Tx+5x 1 . T|x[+5x . 7Tx+5x
No: lm—F——=lim—=—;lim———= =6
X0 7|x|—5x =0 —Tx—=5x 6 x>0 7|x|—5x x>0 Tx—5x
(HSMC 2011) Calcolare lim COS(X)'fin(_x)_mn(x) :
x—0 X .Sln(x)
_ 2 _ . 2
lm S ‘cos(x) 1/cos(x)= imcos (x) 1. 1 lime sin (x):_l

2 - 2
0 X’ M =0 X cos(x) 0  x

in (1) -cos (h) + cos (1) -sin (h) —sin (1) .
h

2sin(1+h_1j00s(l+h+lj sin[hjcos(zj
m szn(1+h)—szn(l) =lim 2 2 =1lim 2 2 = cos(l)

h—0 h h—0 h h—0 hl/2
x*+ax—6
(HSMC 2003) Find all values of a such that lim ————— exists and is finite.

=2 x* 4 x—2

(HSMC 1999) Compute the limit lim i

. X +ax—6 [ —2a-2 T .
lim — = , quindi ¢ infinito tranne se a =—1, nel qual caso:
=2 x4+ x—2 0

2 . _3
lim == —* 6:1imN(x )_s

2 2 4 x—2 x—>—2M.(x—1) 3

(HSMC 2004) Compute the following limit lim(\/x Jx —Ax i )

X-Vr-X-ar 2

lim =1lim -1
Hw\/x—\/x +\/x+\/x TENX AANX
(HSMC 2008) Given lim Nax+b=2 | Gnda+b.
X—> X

. Aax+b-2
Iim——
x—0 X

Nax+4 -2
X

1= lim(Vax+b-2)=limx=0= b =2=b=4

x—0

lim =1im(ax+| 4 1 jzhm ax _d s a=4—a+b=8
x>0 x>0 X Jax+4+2 Hox-(m+2) 4

(AK 2009) Let x| be the largest integer less than or equal to x. Find lim | x+3 .

x—2,5
Sia [x] il massimo intero minore o uguale a x.
lim [ x+3]=[2,5+3]=5
tan(x) _ ex
(AK 2009) Compute lim .
=0 tan (x) +x

tan(x)—x tan(x)
lime’“-(e (x) —1) tan(x)—x_lim ¥ _1_0
x50 tan(x)—x tan(x)+x o0 fan x) . B
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2
(AK 2010) Find h(2) such that the function /(x) = szlo is continuous at x = 2.
y—
2
Trovare /(2) tale che la funzione 2 (x) = szl() ¢ continua in x = 2
x p—
2 — -2)(x+5
H(2) = tim 230 (22) (r45)
x—2 xX— 2 x—2 X— 2
X xeQ | .
(AK 2010) For what values of x the function f (x)= is continuous?
0 xeR\Q
. . . x xeQ .
Per quali valori di x la funzione f (x) = ¢ continua?
0 xeR\Q
limy/ (x)=0

(Facolta scientifiche, Roma La Sapienza) Data la funzione f{x) = x> — 1, si consideri la successione
cosi definita: a1 =0, a2 = fla1), ..., an+t1 = fla,); per ogni numero naturale n. Quanto vale ac4?

A)-64 B)-1 C)0 D)63

a1=0,a=Aa)=f0)=0>-1=—1; a3= flax) =f(-1) = (-1)* = 1 = 0; as = flaz) = {0) = —1; non ¢& dif-
ficile capire che otteniamo in sequenza 0 per indici dispari e —1 per quelli pari, quindi la risposta ¢ B

(Scienze della formazione primaria, Universita di Cagliari 2007-08) L’intervallo aperto (0; 2)
comprende A) un solo numero B) un solo numero reale ma nessun numero naturale C) un solo
numero relativo ma nessun numero reale D) infiniti numeri naturali E) un solo numero natura-

le ed infiniti numeri reali
Comprende 1 e infiniti reali, risposta E
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